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Querido(a) professor(a),
E com o coracdo transbordando de alegria e uma boa dose de orgulho que
apresento a vocé esta coletanea de planos de aula.

Este material é fruto de uma caminhada de mais de dez anos, desenvolvida com
muito carinho em parceria com a Casio Educacional e a Unidade Regional de
Ensino de José Bonifacio, onde atuo com foco no desenvolvimento do Curriculo
do Estado de Sao Paulo e na formacédo continuada de professores.

Em 2016, comecamos a levar as calculadoras cientificas para a sala de aula. Desde
0 inicio, sabiamos que o objetivo nao era apenas realizar calculos mais rapidos,
mas sim promover o pensamento matematico dos estudantes. Queriamos que
eles usassem a calculadora como uma ferramenta de raciocinio, ndo apenas
como um instrumento mecanico. Era essencial que a tecnologia estivesse a
servico da aprendizagem, como aliada na construcado de ideias, na investigacao
de padrdes e na validacdo de estratégias.

Fol ai que surgiu o grande desafio: como criar um material que nao apenas
ensinasse o uso da calculadora, mas que apoiasse o professor na organizacdo do
raciocinio dos estudantes, despertasse a curiosidade e desenvolvesse o gosto pela
matematica? Assim nasceram os planos de aula que compdem este livro.

Cada proposta foi cuidadosamente construida, com muito estudo, reflexdo e
pesquisa. Os conceitos sdo apresentados com intencionalidade pedagogica, a
metodologia respeita o tempo e o modo de aprender de cada estudante, e a
tecnologia € usada com proposito claro e significativo, sempre em dialogo com
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), os objetivos de aprendizagem e as
praticas pedagogicas mais potentes.

Ao longo dos planos, vocé encontrara sugestdes metodologicas, conexdes com
o cotidiano, situacdes-problema desafiadoras e orientacdes para uso da Casio
x-991LA CW como parceira ativa no processo de ensino e aprendizagem. Cada
proposta oferece oportunidades reais para desenvolver o raciocinio logico,

0 pensamento algébrico, a modelagem, a argumentacao e a resolucéo de
problemas. A calculadora entra como instrumento de investigacdo, permitindo
testar hipoteses, comparar estratégias, explorar regularidades e generalizar ideias,
sempre com foco na compreensao e no significado matematico.

Espero que este livro contribua de forma significativa para o seu trabalho em
sala de aula. Que ele possa inspirar novas praticas, renovar o encantamento com
o ensinar e fortalecer a confianca de que é possivel transformar a experiéncia
matematica dos estudantes. A calculadora cientifica pode — e deve — ser

vista como uma aliada poderosa na construcédo da autonomia intelectual, da
criatividade e do pensamento matematico.

Este material foi feito especialmente para vocé. Use, explore, adapte e
compartilhe. A educacéao se fortalece quando caminhamos juntos.

Ana Claudia Cossini Martins
Professora Especialista em Curriculo
Secretaria de Educacéo de Sdo Paulo
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Caro professor(a),

Seja muito bem-vindo(a) a este material, pensado com carinho, cuidado e
profundo respeito a sua pratica docente. Em nome da CASIO, é uma alegria
imensa compartilhar com vocé este recurso que nasce de anos de estudos, de
formacdes realizadas em diferentes contextos, de trocas valiosas com educadores
e, sobretudo, de aplicacdes reais em sala de aula.

Sabemos que incorporar um novo recurso didatico, como a calculadora cientifica,
néo é apenas apertar teclas ou seguir manuais: € abrir espaco para novas formas
de pensar e ensinar. Esse processo exige esforco e dedicagdo. De um lado,
compreender o funcionamento da tecnologia; de outro, ter em mé&os materiais
que facam sentido, que dialoguem com o cotidiano da escola e que inspirem

os alunos. Este livro foi criado exatamente com esse proposito: apoiar vocé

em sua caminhada, oferecendo um conjunto de problemas contextualizados,
cuidadosamente testados e aprimorados, a partir da experiéncia de seus proprios
autores em cenarios reais de ensino.

Acreditamos que a tecnologia, quando integrada de maneira consciente,
intencional e pedagogica, n&o substitui o papel do professor, mas o fortalece. Ela
amplia possibilidades de aprendizagem, estimula a autonomia dos estudantes,
favorece a investigacao e abre horizontes para conexdes entre matematica,
ciéncia e vida cotidiana.

Mais do que apresentar funcdes da calculadora, este material € um convite.
Um convite a reflexao sobre as praticas de ensino, a experimentacao de novas
estratégias, ao didlogo com a experiéncia ja acumulada e, principalmente, a
construgao coletiva de uma educacdo matematica mais significativa.

Como um dos autores, falo com orgulho: este segundo livro é resultado da
dedicacdo, do tempo e da experiéncia de muitas maos que acreditaram nesse
projeto. Cada pagina reflete ndo apenas teoria, mas pratica viva, feita com
compromisso, coragem e paixao por ensinar. A todas e todos que contribuiram,
deixamos aqui 0 Nosso mais sincero agradecimento.

Desejamos que esta jornada seja, para vocé, fonte de inspiracéo e de
crescimento. Que cada atividade proposta se transforme em oportunidade

de didlogo com seus alunos, em novas descobertas e em aprendizagens que
ultrapassem os muros da escola. Estamos juntos, lado a lado, na construcao de
uma educacdo matematica mais acessivel, reflexiva e conectada com o presente
e, acima de tudo, com o futuro.

Boa jornada!
Jalman Lima

Coordenador da Divisao Educativa
CASIO Educacéao
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Assim é este livro

Este livro foi concebido para apoiar o professor no uso da calculadora cientifica CASIO ClassWiz em
sala de aula. Ele combina explicacdes didaticas, orientacdes tecnologicas e atividades praticas que
permitem ao docente integrar a calculadora de forma natural ao ensino.

10 Progressdes ) ]
A lenda de Sissa: o inventor do xadrez

Objeto de Conhecimento
Titulo do Plano

Detalhes da Imagem: Tigela com farinha, gréos e espigas de trigo sobre mesa de madeira

Uma antiga lenda sobre o xadrez afirma que o inventor do jogo pediu como compensagéo ao rei por sua in-
Ko uma quantidade muito grande de graos de trigo. Quao grande? De fato, pelo pedido ndo convencional,
Texto introdutorio / ntidade n&o parecia tdo chamativa a priori. A conta era facil: um gréo de trigo na primeira casa, dois na

Enunciado do problema te, quatro na proxima e assim sucessivamente, duplicando a quantidade anterior, até completar a ultima

a corte esperava que Sissa fosse pedir grandes riquezas, mas ele surpreendeu a todos com o seguinte
pedido: um gréo de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois gréos de trigo pela segunda casa; quatro graos
de trigo pela terceira casa; oito gréos de trigo pela quarta casa e assim sucessivamente, sempre dobrando o
numero de graos da casa anterior até a casa de numero sessenta e quatro (o tabuleiro de xadrez tem 64 casas).
Seu pedido provocou risos. O rei meio que contrariado disse-lhe: “Um invento tao brilhante e um pedido tdo
simples? Escolha uma grande riqueza meu jovem, um de meus castelos, um palacio ou até uma de minhas
mulheres! “ Todavia Sissa mostrava-se inapelavel a proposta do rei, e, como palavra de rei € palavra de rei, este,
ainda contrariado, pediu a seus criados que entregassem a Sissa um grande saco de graos de trigo. Sissa, entre-
tanto, recusou a oferta dizendo que queria receber exatamente o que havia pedido, nem um gréo a mais, nem
um gréo a menos. O rei pediu entdo para que seus calculistas fizessem as contas.

Quantos graos de trigo exatamente Sissa pediu ao rei?

Questionamentos para

Sem utilizar férmulas, qual o numero de grdos de trigo presentes em:
pensar com calculadora

Gréos de trigo na casa Gréos de trigo até a casa

1
2
B
4
5
6
7
8

@ Existe algum padré@o numeérico para determinar o numero de graos de trigo ou o numero de graos
de trigo até a casa x? Se existir, qual é sdo os padrdes numericos?

@ Quantos gréos de trigo ha na trigésima segunda casa? E até a trigésima segunda casa?

Pagina destinada ao estudante
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Vocé encontrara em cada plano comentarios pedagogicos, tecnologicos e de conteudo. Eles foram
elaborados para apoiar o desenvolvimento de habilidades e competéncias da BNCC com o uso da
calculadora cientifica.

Progressdes

A lenda de Sissa: o inventor do xadrez

10

Detalhes da Imagem: Conjunto de comprimidos médicos redondos brancos em fundo azul pastel, vista superior.

Uma antiga lenda sobre o xadrez afirma que o inventor do jogo pediu como compensagao ao rei por sua in-
vencdo uma quantidade muito grande de gréos de trigo. Quédo grande? De fato, pelo pedido ndo convencional,
a quantidade nédo parecia tdo chamativa a priori. A conta era facil: um gréo de trigo na primeira casa, dois na
seguinte, quatro na proxima e assim sucessivamente, duplicando a quantidade anterior, até completar a ultima
casa.

Toda a corte esperava que Sissa fosse pedir grandes riquezas, mas ele surpreendeu a todos com o seguinte
pedido: um gréo de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois gréos de trigo pela segunda casa; quatro graos
de trigo pela terceira casa; oito gréos de trigo pela quarta casa e assim sucessivamente, sempre dobrando o
numero de gréos da casa anterior até a casa de numero sessenta e quatro (o tabuleiro de xadrez tem 64 casas).
Seu pedido provocou risos. O rei meio que contrariado disse-lhe: “Um invento téo brilhante e um pedido tédo
simples? Escolha uma grande riqueza meu jovem, um de meus castelos, um paldcio ou até uma de minhas
mulheres! ” Todavia Sissa mostrava-se inapeldvel a proposta do rei, e, como palavra de rei € palavra de rei, este,
ainda contrariado, pediu a seus criados que entregassem a Sissa um grande saco de gréos de trigo. Sissa, entre-
tanto, recusou a oferta dizendo que queria receber exatamente o que havia pedido, nem um grdo a mais, nem
um gréo a menos. O rei pediu entdo para que seus calculistas fizessem as contas.

Quantos graos de trigo exatamente Sissa pediu ao rei?

Calculadora cientifica
fx-82LA CW ou fx-991LA CW

EM13MATS508 Identificar e associar
progressdes geométricas (PG) a fungdes
exponenciais de dominios discretos,
para analise de propriedades, dedugdo
de algumas férmulas e resolugéo de
problemas.

Comece pela observagédo do padrdo 1, 2, 4, 8... para que a turma
verbalize ‘dobra a cada casa’ e generalize flx) = 2*; s entdo
formalize g(x) = S(x) = 2* - 1

Na ClassWiz, ative o separador de digitos (Config / Sep de Digitos)
e use Tabela para gerar as fungdes fe g validando conjecturas
antes das formulas.

Promova metacognigdo: pega que expliquem por que Sn = 2" — 1.
(argumento 2S - S e onde erros de transporte podem ocorrer.

Conecte PG (razdo 2) a fungéo exponencial em dominio discreto

@ Sem utilizar férmulas, qual o numero de gréos de trigo presentes em:

ordem Gréos de trigo na casa Gréos de trigo até a casa Adicionando 1
1 1=2° 1=2° 2=2!
2 2=2t 3=20421 4=00
3 4 =22 7=20+2+22 8=2%
4 8=2°% 15=20+214+22+23 16 = 2*

Pagina destinada ao professor
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Orientacdes Didaticas e Técnicas

Habilidade BNCC

As habilidades da BNCC
definem o que o estudante
deve desenvolver no

Ensino Médio, orientando
aprendizagens essenciais
com foco em competéncias e
contextos reais.

Orientacgdes técnicas e
didaticas

Incluem-se algumas
orientagdes didaticas e
técnicas que se consideraram
convenientes para o
desenvolvimento da atividade.
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O 1 Aproximacdes e erros
Dividir comprimidos: qual é o risco?

Detalhes da Imagem: Conjunto de comprimidos médicos redondos brancos em fundo azul pastel, vista superior.

A um paciente foram prescritos 5 mg diarios de um medicamento distribuido em comprimidos de 10 mg. Para
consumir a dose adequada, o paciente precisa dividir o comprimido ao meio.

A seguir, estdo as massas (em mg) das metades ingeridas durante 10 dias de tratamento, medidas em uma
balanga analitica (0,01 mg de precisdo):

4,55mg 5,84mg 4,06mg 5,63mg 5,49mg

4,08mg 3,99mg 5,71mg 6,0lmg 4,25mg

Indique, com trés algarismos significativos, o valor médio da dosagem diaria ingerida pelo
paciente nos 10 dias. O paciente esta tomando a dose recomendada?

Determine os valores maximo e minimo da dose diaria.

Considerando a média aritmética, qual € o maior erro absoluto cometido? Qual dosagem
apresenta a maior discrepancia em relacao ao conjunto?

Calcule o erro relativo correspondente ao maior erro absoluto.

O paciente esta realizando o tratamento adequadamente? Justifique.



O 1 Aproximacdes e erros
Dividir comprimidos: qual é o risco?

Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas
. fx-82LA CW ou fx-991LA CW Esta atividade trabalha aproximacées, arredondamentos

” . e analise de erros em um contexto real de saude. Permite
Matematica e suas tecnologias relacionar calculos matematicos ao impacto da divisao
EM13MAT?316 Resolver e elaborar Incorreta de medicamentos, estimulando reflexdo critica.
problemas, em diferentes contextos, que Sugestdo de uma outra exploragcdo com a ClassWiz:
envolvem célculo e interpretacdo das Inserir os dados no aplicativo Estatistica obter média, valor
medidas de tendéncia central (média, maximo, minimo, variancia e desvio padrao.
moda, mediana) e das medidas de Comparar calculos manuais e os obtidos com a calculadora.
dispersdo (amplitude, variancia e desvio- Discutir a influéncia de valores discrepantes na media e como
padrao). diferentes numeros de casas decimais alteram os resultados.

Experimentacao pratica: Se disponivel, utilizar uma balanca

Outras anotacdes de precisdo para pesar comprimidos partidos, promovendo
¢ uma discussao interdisciplinar com Quimica.

@ Indique, com trés algarismos significativos, o valor médio da dosagem diaria ingerida pelo
paciente nos 10 dias. O paciente esta tomando a dose recomendada?

Somando todas as doses e dividindo por 10, obtém-se: @ Para saber mais

@OOO®OLO® E comum a confuséo entre ‘dose”
% % 8 % % % % 8 % 9 (quantidade de farmaco em uma unidade)
s & ® e "dosagem” (quantidade administrada
‘ 4,55+5.84+4.0643 . 550 @@00DD em determinado tempo). Essa distincdo ¢
POLOOOPOLOG fundamental para compreender erros de
4,961 VOO ®® medicac3o.
Com trés algarismos significativos: 4,96 mg. Fonte: Farmacéutico Digital.
O valor ¢ ligeiramente inferior a dose recomendada Disponivel em: farmaceuticodigital.com
(5 mg), indicando que, em media, o paciente ndo esta Acesso em 30 jan. 2024

recebendo exatamente a dosagem prescrita.

» Incentive os alunos a perceber que a media aritmética € um resumo do conjunto de dados, mas nédo
garante que todas as doses sejam proximas da recomendacao.

o Discuta a importancia da preciséo em contextos de saude e como pequenas diferencas podem gerar
impacto no tratamento.

Ampliacédo

E interessante que os estudantes explorem, na calculadora, como ficaria a média caso fosse acrescentado
uma massa de 0,05g.

@ Determine os valores maximo e minimo da dose diaria.

Minimo: 3,99 mg
Maximo: 6,01 mg

@ CASIO.
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@ Considerando a média aritmeética, qual € o maior erro absoluto cometido? Qual dosagem
apresenta a maior discrepancia em relacao ao conjunto?

O erro absoluto é calculado pela diferenca *  Aproveite para diferenciar erro absoluto
entre o valor obtido na média dos dados e (disténcia da media) de erro relativo
os valores minimos e maximo obtidos. (analisado depois).
e Questione: Se o erro for muito grande,
e=|F-x] O que isso significa em termos de
! tratamento?

Para 601 mg: [6,01-4.961/-1,049 mg (@@ Funcso Valor Absoluto (Médulo)

Para 3,99 mg: [3,99-4,961|=0,971 mg A funcio Valor Absoluto pode ser encon-

. , trada na calculadora através da sequéncia
O maior erro absoluto é 1,049 mg, na dose de 6,01 mg.

abaixo
PUORVEBRO0 ©VOBRLOBAG SOV
OOEOLOEO® OOLLOLOGO® WDC
@ @

HMC
> 0 a 2 a Valor Absoluto
|6,01-4, 961| 13,99-4,961| Arredondar
1,049 0,971 IRTEESITIE

@ Calcule o erro relativo correspondente ao maior erro absoluto.

O erro relativo é obtido através do *  Explique que o erro relativo €
quociente entre 0 maior erro absoluto e a adimensional e costuma ser expresso
meédia dos dados. em porcentagem, permitindo
_ comparacao entre diferentes situacdes.
e - e -« »  Explore com os alunos: 21% de
4 x diferenca em um medicamento €
aceitavel?
O maior erro relativo correspondente ao maior erro
absoluto é
VO®OO®E®
QOOOO®LOOO®
VOOOEO®®
VI @ A
16,01-4, 961|

0,2114493046

aproximadamente 21,14493046% ou 21,1% com trés
digitos significativos.

O paciente esta realizando o tratamento adequadamente? Justifique.

Nao totalmente. Apesar de a média das doses estar proxima de 5 mg, a variagcdo é muito alta (de 3,99 mg
até 6,01 mg), gerando erros relativos superiores a 20%. Isso pode comprometer a eficacia do tratamento e
até causar riscos a saude.

Por que isso € importante?

O que pode gerar a dividir um comprimido de forma deliberada? Essa acdo pode gerar:
e Dosagens imprecisas (reducdo ou excesso),

¢ Riscos a saude do paciente,

e Comprometimento da eficacia do tratamento.
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Ampliacéo

Um experimento sobre precisao

Objetivo:

Investigar a variacdo de massa ao dividir comprimidos ao meio, discutindo os conceitos de erro
absoluto, erro relativo, algarismos significativos e média aritmética, com uso da calculadora
cientifica.

Materiais necessarios:

Comprimidos revestidos (ex: vitamina C efervescente ou similar)

Balanga de preciséo (0,01 g ou melhor)

Régua milimetrada (opcional)

Estilete ou faca para dividir os comprimidos (com todo o cuidado e superviséo)
Calculadora Casio fx-991LA CW

Papel para registro e tabelas

Procedimento: Extensao interdisciplinar

Cada grupo de alunos recebe 5 comprimidos iguais. e Consultar bulas e discutir o que
Os comprimidos devem ser partidos ao meio da a Anvisa recomenda sobre partir
melhor forma possivel. comprimidos.
Cada metade deve ser pesada separadamente. e Criar graficos com os dados coletados
Registre os valores em uma tabela. (histogramas, boxplots).

e Discutir o papel da precisdo na
Calcule: industria farmacéutica.

i) A massa média das metades.

il) A diferenca de massa entre as metades de cada
comprimido (erro absoluto).

ili) O erro relativo de cada divisdo em relacéo a
metade ideal.

iv) A média dos erros absolutos de todo o grupo.

Discusséao sugerida em sala

Os comprimidos foram divididos de forma precisa?
Como a falta de precisao poderia afetar um tratamento real?
Qual seria a vantagem de usar comprimidos ja fracionados de fabrica?

A balanca foi suficientemente precisa?

CASIO.
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Aproximacdes e erros

O numero e aproximacoes de calculos

4 = - QO fermpinT 2 NS A ot : o ) 9
7= e A chey et = = . 3

Detalhes da Imagem: Texto cuneiforme sumeério antigo e estatua de touro, uma divindade mitica assiria. Contexto historico
sobre o tema das civilizacOes da Assiria, Mesopotamia, Babilonia, Interfluvio e Sumeéria.

A civilizagdo sumeéria, considerada a mais antiga do mundo, se estabeleceu na Mesopotamia, onde surgiram
as primeiras cidades e monumentos como os zigurates. Entre suas invenc¢des estdo a escrita e a roda. Os
sumérios utilizavam um sistera numeérico que combinava as bases decimal e sexagesimal. Em uma tabuleta
de argila encontrada em Susa, registrou-se uma aproximacgao de migual a 3 + 1/8.

Ao longo da histdria, diferentes civilizagcdes e matematicos encontraram suas proprias aproximagdes para
o numero =. Essa constante matematica, definida como a razdo entre a circunferéncia de um circulo e seu
didmetro, € uma das mais importantes da Matematica. Tamanha € sua relevancia que existe até um dia

dedicado a sua comemoracéo: 14 de marco (3/14 nos Estados Unidos), referéncia aos primeiros digitos de w
(3,14).

Texto produzido por Ana Claudia Cossini Martins e Jalman Lima

O que é o numero 1 ? E um numero real? Pode ser posto em forma de fracio?

Ao resolver um problema que envolve o numero 7, qual valor aproximado vocé costuma utilizar?

Escreva em notacao cientifica os seguintes valores de w, limitando-se a quatro algarismos
significativos 3,14; 22/7; e 3,141592654.

Qual € o valor (aproximado) de © mostrado na tela de sua calculadora?

Qual o valor (aproximado) de © usado integralmente na sua calculadora? Desenhe uma estratégia
para visualizar os digitos ocultos.

Compare as aproximacdes historicas de n (Egipcios 3,16; Babildnios 3,125; Arquimedes 3,1416; Zu
Chongzhi 3,1415929).

a) Calcule o erro relativo em % de cada valor em relacdo a © usado na sua calculadora.

b) Discuta em quais contextos praticos cada aproximacao seria suficiente?



O 2 Aproximacdes e erros
O numero we aproximacdoes de calculos

N MO
i o Y g

L a . o= orrt ¥ ‘ e e Ty .
. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas
fx-82LA CW ou fx-991LA CW O numero = (pi) € uma constante matematica que representa a

raz&o entre o comprimento da circunferéncia e seu didametro.
Ele pertence ao conjunto dos numeros reais e € classificado como

Matematica e suas tecnologias

EM13MAT313 Utilizar, quando necessario Irracional, pois ndo pode ser escrito como uma fracdo exata e

a notacéo cientifica para expressar uma possul infinitas casas decimais ndo periodicas.

medida, compreendendo as nogdes de N ) ) » ) .

algarismos significativos e algarismos Para facilitar calculos, € comum utilizar aproximagdes como 3 ou
duvidosos, e reconhecendo que toda 3,14, de acordo com o nivel de precisao necessario.

medida € inevitavelmente acompanhada o ; . i

de erro Sugere-se explorar a historia das aproximacdes de r por diferentes

civilizacOes e promover atividades praticas que relacionem m
~ a objetos do cotidiano. Esse trabalho favorece o pensamento

Outras anotacoes o . « . i .
critico sobre o uso de aproximagdes e a importancia do rigor

matematico.

@ O que é o numero  ? E um numero real? Pode ser posto em forma de fracdo?

O numero m € irracional, ou seja, qualquer valor usado em calculos é aproximacéo, logo toda
medida ou resultado associado a m sempre envolve erro.

Didatico: Esta questédo abre espaco para discutir o que significa “um numero ser irracional” e como isso
afeta calculos reais.

Reflexdo: Estimule os alunos a pensarem: “Se ™ nunca pode ser escrito exatamente, por que conseguimos
calcular areas e perimetros com tanta preciséo?”

Ao resolver um problema que envolve o numero 7, qual valor aproximado vocé costuma utilizar?

Pessoal

@ Escreva em notacao cientifica os seguintes valores de m, limitando-se a quatro algarismos
significativos 3,14; 22/7; e 3,141592654

3,14 = 3,140x10° (4 digitos significativos) @ Digitos Significativos

LOO®®® Para configurar a calculadora para mostrar
os resultados em notacao cientifica com 4
3"”12 sel . digitos significativos, va em configuragdes
r
SIIVIOITIY;
3, 140x10°

Scil :1xi?! |
Sci2 :1,2xe1

Sci3d :1,23xie!?

Scid :1,234xs"

Pressione (V) V) (V) @ para confirmar.

CASIO.
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3,1416 = 3,142x10° (4 digitos significativos) 22/7 = 3,143x10° (4 digitos significativos)

PLOOOO®E® PLOOOO®®
Vvir @ sci . Vir @ sci -
3,1416 3,1416

3, 142x10° 3, 142x10°

Qual é o valor (aproximado) de = mostrado na tela de sua calculadora?

®PO®®

@ Formato Normal
Vir @ A
n

Para utilizar os formatos de numero Normal

da calculadora, va em configuragdeas
3.141592654

, SICIQIVITIVIVY)
Com 4 digitos significativos

Norm1:1, 23 x>

OO Norm2:0, 00123

i @ sci1 A

n
Selecione Norml para notacao cientifica
3: 142x10°

para numeros menores que 1072

@ Qual o valor (aproximado) de © usado integralmente a sua calculadora? Desenha uma estratégia
para visualizar os digitos ocultos.

A calculadora faz calculos internos com 23 digitos Conexdes BNCC

Estratégia Que outras estratégias podemos trabalhar
com a calculadora?

Sabendo que o ultimo digito da calculadora € incerto,

vamos subtralr, com excecédo do ultimo digito

(algarismo duvidoso).

w_a .
r—3, 14159265

3,589793238x°

Dessa forma, sabemos que o ultimo digito em 3,141592654 ¢ na verdade uma aproximacdo do numero
3,14159265358979323.

' d A
r—3, 141592653589 O valor utilizado pela calculadora para © nUMero © € 0 NUMero
3,1415926535897932384626.

8,4626x51%

@ Compare as aproximacdes historicas de n (Egipcios 3,16; Babildonios 3,125; Arquimedes 3,1416; Zu
Chongzhi 3,1415929).

a) Calcule o erro relativo em % de cada valor em relacdo a © usado na sua calculadora.

Os valores aproximados de © variaram bastante ao longo da historia
Os egipcios utilizavam o valor 3,16, que apresenta um erro de aproximadamente 0,59% com dois digitos
significativos

CASIO.
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@ Erro Relativo

O erro relativo € uma medida que compara
a diferenca entre um valor aproximado e

o valor real (ou de referéncia), em relacdo
ao proprio valor real. Ele mostra o quanto a
aproximacao se afasta do valor correto em
termos percentuais.

Seja v o valor real (ou de referéncia) e v, 0
valor aproximado, o erro relativo €

e o el qo0m

@®

610)
JOJO,

@@

®OoOG
QOO

—3, 14
=3,
3. 14,109

0,05068573829

®®OOROOOV
POB®OXOOO®
)

2=3. 18100

-0,5859240341

Os egipcios utilizavam o valor 3,16 no lugar de © que
apresenta um erro de apenas 0,59%

L A

-2,338434997x:*

Arquimedes utilizava o valor 3,1416 no lugar de n que
apresenta um erro de apenas 0,00023%

L A

0,5281605676

Os Babilonios utilizavam o valor 3,125 no lugar de =
que apresenta um erro de apenas 0,53%

or A
n-3. 141582810

-7.843480487x¢"

Zu Chongzhi utilizava o valor 3,1415929 no lugar de &t
gue apresenta um erro de apenas 0,0000078%

Essa definicdo ajuda o estudante a perceber
que nenhuma medida € exata e que
sempre existe uma margem de erro.

O calculo do erro relativo € uma otima
oportunidade para trabalhar algarismos
significativos e adequacao de aproximacdes
(BNCC EM13MAT313).

Sugestdo didatica: peca aos alunos que
comparem erros relativos de 3,14; 22/7

e 3,1416 para verem como diferentes
aproximacdes de ™ impactam os resultados.

@ Editando um valor

Para substituir um valor de um calculo ja
feito, vocé pode pressionar (<) para editar
um calculo.

®®OOOLOOB®Y
POOOXOOO®

3, 14
=3,
73, 1451gg

0,05068573829

Por exemplo, no cédlculo acima para
substituir o valor 3,14 pelo valor
3,16.

GISISISICICIVIOND,
D@e®

—3. 16
T—3a,
7=3. 18100

-0,5859240341

CASIO.
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O 3 Analise Combinatodria
Qual a melhor aposta?

N

Detalhes da Imagem: Exibicéo de bolas de loteria com numeros.

A Mega-Sena é a modalidade de loteria mais conhecida do Brasil. Para jogar, o apostador escolhe de 6 a 15
numeros dentre 60 disponiveis no volante. As premiag¢des vao para quem acerta 4, 5 ou 6 dezenas sorteadas
— quanto mais numeros cravados, maior o prémio. Se preferir, o sistema pode selecionar os numeros aleato-
riamente (Surpresinha) e a mesma aposta pode concorrer em 2, 4 ou 8 concursos seguidos (Teimosinha). Os
sorteios acontecem duas vezes por semana, as quartas-feiras e aos sabados.

Um pouco de historia

A Mega-Sena foi lancada em 11 de margo de 1996, sucedendo a antiga Sena. No primeiro concurso, ninguém
levou o prémio principal; as dezenas foram 04-05-30-33-41-52.

O Parana registrou o primeiro bilhete premiado ja no segundo sorteio.

Desde setembro de 2009 (concurso 1.077), a divulgagao passou a identificar também as cidades dos ganhado-

res e Sao Paulo lidera o ranking de municipios com mais premiados. O prémio total na Mega-Sena da virada
em 2024 prémio total foi de R$635.486.165,38. Ao todo, oito apostas acertaram as seis dezenas e dividiram cada

uma delas levando R$79.435.770,67-

Dicas finais
Aviso: Loterias sdo jogos de azar e ndo ha estratégias que garantam acertos.

Texto produzido por Jalman Alves de Lima

@ Escolha seis numeros dentre as opc¢des abaixo:
[ | [01] [02] (03] [04] [05] [06] [07] [08] [09] [10]
[ (11] (12] (13] (14] (15] (16] (17) (18] (19] (20]
[ [21] [22] [23] [24] [25] [26] [27] [28] [29] [30]
[ [31] [32] (33] [34] [35] [36] [37] [38] [39] [40]
[ [41) [42) (43] [44) 45] [46] 47 (48] (49] (50]
[ [51] [52] [53] [54] [55] [56] [57] [58] [59] [60]

Sorteio de seis dezenas entre 01 a 60

ApOos o sorteio, verifque quantas pessoas no seu grupo ou sala acertaram os seis numeros sortea-
dos. Qual a quantidade de estudantes por numero de acertos de 0 a 67

Qual é a distribuicdo, em percentuais, dos estudantes por numero de acertos de 0 a 67

CASIO.
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© 6 6 0 6 066

Vocé ou alguém que vocé conhece ja jogou na Mega-Sena? Saberia explicar como funciona?

Qual a probabilidade de acertar na Mega-Sena fazendo apenas um jogo com seis numeros?

Qual a probabilidade de acertar na Mega-Sena fazendo apenas um jogo com 07 numeros? A
chance é maior ou menor do que realizando um jogo com 06 numeros? Vocé saberia quantificar?

Ajuda! Em qual das seguintes situa¢des teremos melhores chances para ganhar: realizar uma
aposta com oito numeros ou realizar 28 apostas com seis numeros em cada um?

Quantas apostas simples com seis numeros seriam necessarias para equivaler a uma aposta na
MEGA-SENA com 9 numeros?

Qual a probabilidade de com uma aposta simples na MEGASENA (06 numeros) acertar 05 dos
sorteados, ou seja, acertar na quina?

Desafio! Qual a probabilidade de com uma aposta na MEGASENA com 07 numeros acertar 05 dos
sorteados, ou seja, acertar na quina?

CASIO.
EDUCACAO



O 3 Analise Combinatoria
Qual a melhor aposta?

fx-82LA CW ou fx-991LA CW

Matematica e suas tecnologias

EM13MAT312 Resolver e elaborar

. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

Relembre os conceitos de arranjo, permutacéo e
combinacdo. Em contextos internacionais e na calculadora,
temos apenas permutacdes P(n,r) e combinagdes C(n,r).

problemas que envolvem o calculo Explique, de forma simples, o que é uma aposta, como
de probabilidade de eventos em realizé-la e por que o valor aumenta conforme a quantidade
experimentos aleatorios sucessivos. de dezenas escolhidas.

Ressalte que a probabilidade de ganhar é muito pequena.
Os jogos de azar devem ser vistos apenas como
entretenimento, nunca como fonte de renda, pois podem
gerar sérios problemas pessoais e sociais.

@ Escolha seis numeros dentre as opc¢des abaixo:
| [01] [02] [03] [04] [05] [06] [07] [08] [09] [10]
[ | [11] [12] [13] [14] (15] [16] [17] (18] [19] [20]
[ | [21] [22] [23] [24] [25] [26] [27] [28] [29] [30]
[ [31] [32] [33] [34] [35] [36] [37] [38] [39] [40]
[ | [41] (42] [43] (44] (45] [46] [47] (48] (49] (501
[ [51] [52] [53] [54] [55] [56] [57] (58] [59] [60]

Esta atividade dara uma primeira nogao de que as chances de ganhar na Mega-Sena sao muito pequenas.
Os valores percentuais exemplificardo o quao pequeno é ganhar na Mega-Sena. Os numeros sorteados na
Mega-Sena da virada em 2024 o prémio total foi de R$635.486.165,38. Ao todo, oito apostas acertaram as
seis dezenas e dividiram cada uma delas levando R$79.435.770,67:

@ Inteiro Aleatério (RanInt#(a,b)

E possivel realizar o sorteio na calculadora através da funcéo RandInt# (do inglés Random Integer, Inteiro
aleatdrio/randdmico). Para selecionar numeros inteiros entre 1 e 60, basta pressionar, a sequéncia abaixo:

CIVINIVIVICIVITIOIOIOICICIONT)

V¥ A
RanInt#<1;:60>

35

Pressionando @&, vocé pode obter outros numeros aleatorios.

CASIO.
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@ Quantas pessoas acertaram o0s seis numeros sorteados? Anote a quantidade de pessoas que
acertaram cinco, quatro, trés, dois, um e nenhum dos numeros sorteados.

Experimento pessoal.

Experimento pessoal.

Qual € a distribuicdo, em percentuais, dos estudantes por numero de acertos de 0 a 67

Vocé ou alguém que vocé conhece ja jogou na MEGA SENA? Saberia explicar como funciona?

A Mega-Sena € uma das loterias mais populares do Brasil. Nela, o jogador deve escolher de 6 a 15
numeros entre os 60 disponiveis em um volante de apostas. Os sorteios ocorrem duas vezes por
semana, geralmente as quartas e aos sabados. Ganha quem acertar 6 numeros (sena), mas também ha
prémios para quem acerta 5 (quina) ou 4 numeros (quadra).

Apesar da diverséo envolvida, € importante lembrar que a chance de ganhar € muito pequena — e
esse é um excelente gancho para explorar conceitos de probabilidade e combinatoria nas aulas de

matematica.

@ Qual a probabilidade de acertar na Mega-Sena fazendo apenas um jogo com seis numeros?

O numero de maneiras de escolher 6 elementos

de um conjunto de n elementos sem levar em
conta a ordem em que sdo escolhidos € dado
por C(60,6).

Na calculadora utilizamos a seguinte notacéo
60C6

©ORVAVVVL®®

A

]
60CBE

50063 860

Na calculadora utilizamos a seguinte notacéo
60C6. Dessa forma, a probabilidade de acertar
na mega-sena apenas com um jogo com seis
numeros, supondo que cada aposta tenha a
mesma chance, seria:

numero de casos favoraveis: 1
numero total de casos possiveis: 60C6.

@ Probabilidade

A probabilidade de um evento € a razédo
entre o numero de casos favoraveis e o
numero total de casos possiveis em um
experimento aleatorio, desde que todos os
casos sejam igualmente provaveis.

niimeros de casos favordveis

P(E)-

niimero total de casos possiveis

((a) Combinagéo nCr

Para utilizar a funcédo combinacéo na calculadora
nCr, siga as orientagdes a seguir:

@VOVOLOL®

Vr @ .
RanInt#¢(1;60>

35

@ Separador de digitos

Nas configura¢des da calculadora, vocé pode ativar
o separador de digitos

SISIVIVIVIVIVIY)

Simb Engenharia
Result Fracdo
Result Complexo

MY Y Y

Sep de digitos
E depois @8

Sep de digitos?
@Ligado
ODesligado

Depois de ativado o separador de digitos, pressione
©) para ir a0 menu de aplicativos da calculadora.

CASIO.
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90900008
VOO®E®
Para obter o formato ao lado, é necessario configu-
"1 = . rar a calculadora para Normal 2
ocs 4 2BVOBVOBO®
50 063 860
oFixar >
® @™ oCientifica »
@Normal 12 b
Vi @ A
60CE

0,00000001997

Logo, a probabilidade ¢ 1 : 50.063.860 ou
0,00000001997 ou ainda 0,000001997%

@ Qual a probabilidade de acertar na Mega-Sena fazendo apenas um jogo com 07 numeros? A
chance é maior ou menor do que realizando um jogo com 06 numeros? Vocé saberia quantificar?

Pela defini¢do, a probabilidade de acertar na Mega-Sena com um jogo com 07 numeros, temos

numero de casos favoraveis: 7C6, ou seja, numero de subconjuntos com seis numeros que podem ser
formados a partir de um conjunto com sete numeros, e neste caso a ordem dos elementos ndo importa.

numero total de casos possiveis: 60C6.

Dessa forma, a probabilidade de acertar na Mega-Sena fazendo apenas um jogo com sete numeros é

vir @ A Vi @ A
7C6 7C6
60CBE . 60C6E

7151880 0,00000013982

1:7.151.980 ou aproxmadamente 0,00000013982.

@ Ajuda! Em qual das seguintes situaces teremos melhores chances para ganhar: realizar uma
aposta com oito numeros ou realizar 28 apostas com seis numeros em cada um?

Como o sorteio é feito de forma aleatdria e todos os numeros tém a mesma probabilidade de serem
escolhidos. Em ambos os casos, o numero total de casos possiveis € o mesmo 60C6. Logo, precisamos
comparar 0 numero de casos favoraveis em cada um dos casos. No primeiro caso, temos 8C6

A

Vir @
8C6

28

Logo, a probabilidade acertar uma aposta com oito numeros é igual a probabilidade de fazer 28 apostas
com seis numeros.

B®P@OUMOOVO® OEXE®OVOO®
OVOOEVAVY VOOV ®E®
Ve ® @
8C6
60CE 28% 60CBE Logo as duas situacdes tém a mesma
1 1 probabiliade para acontecer.
1787985 1787985
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Quantas apostas simples com seis numeros seriam necessarias para equivaler a uma aposta na
MEGA-SENA com 9 numeros?

Numa aposta com 9 numeros, vocé esta escolhendo todas as combinacdes possiveis de 6 numeros dentro
desse conjunto de 9. Isso € dado por combinacdo sem repeticao:

vir @
9ce

84

Interpretagdo: a aposta com 9 numeros “cobre” 84 conjuntos distintos de 6 numeros — exatamente como
fazer 84 apostas simples diferentes.

Ampliacao rapida
7 numeros: 7C6=7; 8 numeros: 8C6=28; 9 numeros: 9C6=84; 10 numeros 10C6=210

Observacao pedagdgica: evite associar o resultado a ‘garantias” de acerto — discuta que mais combina-
¢bes aumentam a cobertura, mas ndo garantem ganhar.

Qual a probabilidade de com uma aposta simples na MEGASENA (06 numeros) acertar 05 dos
sorteados, ou seja, acertar na quina?

O sorteio tem 6 dezenas dentro 60 (Amostra total= 60C6). Para acertar exatamente 5 dezenas: Escolnem-se
5 das 6 dezenasmarcadas 6C5 e a sexta dezena sorteadando pode estar entre as marcadas, ou seja, vem das

outras 54C1.
Pela regra multiplicativa

SIOICIVINIINIVIT
BISGCICICIVIIVIO)
VRWOVEO@V®
OIOIOITIOE;
BC5X54C1
~B0CB
0, 00000647173
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O 4 Notacéo Cientifica
Uma viagem numerica ao CERN

Detalhes da Imagem: Foto tirada durante uma visita do CERN

O CERN (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire), localizado na fronteira entre a Suica e a Franga,
abriga o maior acelerador de particulas do mundo: o Large Hadron Collider (LHC). Este tunel circular de 27
quildmetros de extensdo acelera feixes de protons em sentidos opostos até velocidades impressionantes,
que chegam a 299 789 760 metros por segundo, o que corresponde a 99,9999991% da velocidade da luz.
Essa diferenca representa apenas cerca de 2,7 metros por segundo a menos do que o limite imposto pela
relatividade.

No interior do anel, os pacotes de protons se cruzam a cada 25 nanossegundos, o que gera algo em torno de
600 milhdes de colisdes por segundo, podendo chegar a quase 1 bilhdo em determinados ciclos de operagéo.
Cada colisdo libera quantidades enormes de energia em escala subatémica, capazes de reproduzir condi¢oes
semelhantes as que existiram instantes apos o Big Bang.

Para que esses experimentos sejam possiveis, o LHC mantém um ambiente extremo: temperaturas de 1,9 K
(cerca de —271 °C), mais frias que o espaco interestelar, e pressdes da ordem de 10¥!3 atm, tornando o interior
do tunel um dos lugares mais frios e mais vazios do universo conhecido. Além disso, milhares de quildmetros
de cabos supercondutores formam o sistema de imas, que se alinhados poderiam ir e voltar do Sol mais de seis
vezes.

Esses numeros grandiosos mostram como a ciéncia moderna opera em escalas que desafiam nossa
imaginacéo e evidenciam a importancia de representar medidas muito grandes ou muito pequenas de
maneira clara e precisa. E nesse contexto que a notacéo cientifica se torna uma ferramenta indispensavel para
organizar, interpretar e comparar essas grandezas, possibilitando uma melhor compreensédo da dimensao dos
fendmenos estudados.

Texto produzido por Ana Claudia Cossini Martins e Jalman Lima
@ Os protons percorrem um tunel de 27 km de extenséo, realizando cerca de 11 000 voltas por

segundo.
a) Determine a distancia percorrida em um minuto.

b) Expresse o resultado em notacéo cientifica e indique quantos algarismos significativos fazem
sentido. Justifique sua resposta

c) Compare a velocidade obtida com a velocidade da luz (299 792 km/s) e discuta a diferenca.

@ A distancia média mais precisa da Terra ao Sol € definida como uma Unidade Astrondmica (UA),
que é exatamente 149.597.870.700 metros.

a) Escreva essa medida em notagéo cientifica.

b) A Terra gira em torno do Sol em uma orbita eliptica com uma excentricidade média de 0,0167.
Como resultado, a distancia da Terra ao Sol (centro a centro) varia com valores médios de
0,9832899 UA no periélio (mais proximo). Qual o valor em km? Qual o erro ao fazer o calculo
exato em relagdo com notacao cientifica?

CASIO.
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c) Como resultado, a distancia da Terra ao Sol (centro a centro) varia com valores médios de
1,0167103 UA no afélio (mais distante). Qual o valor em km? Qual o erro ao fazer o calculo exato
em relagcdo com notacao cientifica?

d) As distancias médias da orbita dos planetas Mercurio e Vénus ao Sol, expressas em Unidades
Astrondmicas (UA), com base em medidas mais precisas sdo:

Distancia Planeta ao Sol em UA

Mercurio 0,387098 UA
Vénus 0,723332 UA

dl) Calcule a distancia em km com os valores exatos e com 3 digitos signifiticativos.
d2) Qual o erro gerado em cada um dos calculos?

e) As distancias médias da orbita dos planetas Mercurio e Vénus ao Sol, expressas em Unidades
Astronédmicas (UA) com 2 algarismos significativos, com base em medidas mais precisas sédo:

Distancia em UA (valores aproximados)

Terra 1UA

Marte Entre 1,38 UA (periélio) e 1,67 UA (afélio)

Jupiter Orbita entre 4,95 UA e 5,45 UA, aproximadamente 5,20 UA em
media

Saturno Entre 9,01 UA e 10,07 UA, média comparavel a 9,5 UA

Urano Entre 18,28 UA e 20,09 UA, média ~19 UA

Netuno Entre 29,80 UA e 30,32 UA, média ligeiramente acima de 30 UA

el) Calcule as distancias com dois algarismos significativos (AS).

e2) Por que seria um erro calcular com um numero de algarismos significativos maior do que 2?

CASIO.
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O 4 Notacéo Cientifica
Uma viagem numerica ao CERN

-

Detalhes da Imagem: Foto tirada durante uma visita do CERN

O CERN (Conseil Européen pour la Recherche Nucléaire), localizado na fronteira entre a Suica e a Franga,
abriga o maior acelerador de particulas do mundo: o Large Hadron Collider (LHC). Este tunel circular de 27
quildmetros de extensdo acelera feixes de protons em sentidos opostos até velocidades impressionantes,
que chegam a 299 789 760 metros por segundo, o que corresponde a 99,9999991% da velocidade da luz.
Essa diferenca representa apenas cerca de 2,7 metros por segundo a menos do que o limite imposto pela
relatividade.

No interior do anel, os pacotes de protons se cruzam a cada 25 nanossegundos, © que gera algo em torno de
600 milhdes de colisdes por segundo, podendo chegar a quase 1 bilhdo em determinados ciclos de operagéo.
Cada colisdo libera quantidades enormes de energia em escala subatémica, capazes de reproduzir condi¢oes
semelhantes as que existiram instantes apos o Big Bang.

Para que esses experimentos sejam possiveis, o LHC mantém um ambiente extremo: temperaturas de 1,9 K
(cerca de —271 °C), mais frias que o espaco interestelar, e pressdes da ordem de 1013 atm, tornando o interior
do tunel um dos lugares mais frios e mais vazios do universo conhecido. Além disso, milhares de quildmetros
de cabos supercondutores formam o sistema de imas, que se alinhados poderiam ir e voltar do Sol mais de seis
vezes.

Esses numeros grandiosos mostram como a ciéncia moderna opera em escalas que desafiam nossa
imaginacéo e evidenciam a importancia de representar medidas muito grandes ou muito pequenas de
maneira clara e precisa. E nesse contexto que a notacéo cientifica se torna uma ferramenta indispensavel para
organizar, interpretar e comparar essas grandezas, possibilitando uma melhor compreensédo da dimensao dos
fendbmenos estudados.

Texto produzido por Ana Claudia Cossini Martins e Jalman Lima

. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Mostre que a notacéo cientifica é essencial para lidar com
” . numeros muito grandes ou pequenos, como distancias em UA.

Trabalhe a identificacdo de algarismos significativos e destaque

EM13MAT313 Utilizar, quando necessario, que alguns digitos sdo duvidosos. Explique que toda medida

a notacio cientifica para expressar uma envolve erro ou incerteza, seja por limitacdes instrumentais ou

medida, compreendendo as nocdes de variacdes naturais (periélio/afélio).

algarismos significativos e algarismos

duvidosos, e reconhecendo que toda Estimule comparacdes entre valores aproximados e exatos,

medida é inevitavelmente acompanhada discutindo quando arredondar. Incentive os estudantes a justificar

de erro suas escolhas de escrita numeérica e refletir sobre a plausibilidade

dos resultados. Use exemplos reais para dar sentido aos calculos e
reforcar que a clareza na representacdo € tdo importante quanto o
resultado obtido.

@ Os protons percorrem um tunel de 27 km de extensao, realizando cerca de 11 000 voltas por
segundo.

a) Determine a distancia percorrida em um minuto.
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Dados do enunciado

Comprimento do tunel (circunferéncia): C =27 000m
N¢ de voltas por segundo: /= 11000voltas/s

Tempo considerado: 7= 1min = 60s

Vamos denotar 4, a distancia percorrida e N, 0 numero total de voltas em 1 minuto. Logo N = /X ¢

Entéo, a distancia percorrida 4 € dada por d= /X t X C

Wy @ A
11000%x60%27000

1,782x10"°

A distancia percorrida pelos prétons em um minuto € de 1,782x10°m, ou seja, equivalente a 17,82 bilhdes de
metros.

b) Expresse o resultado em notacao cientifica e indique quantos algarismos significativos fazem
sentido. Justifique sua resposta

A distancia percorrida pelos prétons em um minuto é de 1,782x10°m.

Como os dados do enunciado tém baixa precisdo: 27 km'’, entdo usualmente interpretado com 2 algarismos
significativos (27). A expressao “cerca de 11 000 voltas/s", logo a expressao “cerca de” indica valor aproximado;
sem ponto decimal ou notacdo cientifica, tratamos como = 2 algarismos significativos. Para “1 minuto = 60 s”
pode ser considerado exato na escala do problema

O resultado deve respeitar o menor numero de algarismos significativos entre os dados. Portanto,
expressamos d com 2 algarismos significativos.

c) Compare a velocidade obtida com a velocidade da luz (299 792 km/s) e discuta a diferenca.

Velocidade estimada a partir do enunciado v = X C.

vy @
11000%x27000

297000000

Logo, a velocidade v=297000km/s.

A velocidade da luz dada c= 299792km/s, logo a diferenga absoluta ¢ dada por:

299792-297000 @ Tecla FORMAT

Vocé pode usar o menu FORMAT que aparece
2792 quando vocé pressiona a tecla para converter um
resultado de calculo exibido para outros formatos

@VOLOV e
> @ 2
299792-297000 Decimal
Fat. NOm. Primos
Notacdo ENG
2, 792x103

CASIO.

EDUCACAO



Logo, a diferenca absoluta € dada por @ Notacio ENG

2,792x10%m/s ou 2,792x10°m/s. A notagdo ENG presente no menu FORMAT permite

o formato a X 107, n = expoente divisivel por 3.
A diferenca relativa (aproximada) ¢ dada

por: Ao entrar no modo de Conversdo ENG, o resultado
do caculo é convertido em notagdo de engenharia e
BIVIOINININIOIO) fara com que setas aparecam a direita do calculo.
DOO®®
No modo Conversdo ENG, vocé pode usar &) e (<)
3 4 para mudar o ponto decimal da mantissa.
2792
299792
0, 00931312376 Conexdes BNCC
ou seja, 0,93%, com 2 digitos significativos. Essa diferenca de ~0,9 % é grande se comparada

ao que acontece no LHC real, mas coerente com a
grosseria dos dados do exercicio (27 km” e “cerca
de 11 000 voltas/s"). Em problemas de divulgagao
cientifica, valores arredondados achatam o
resultado.

Didaticamente, € 6timo para mostrar que
arredondamentos nas entradas propagam-se para
as saidas.

Se quisermos uma comparagao fisica mais fiel,
precisariamos de valores mais precisos para o
perimetro do anel e para as voltas por segundo; ai
a diferenga para c cai para uma fragdo minuscula
(ordem de 108 a10° de c), o que reforca a
discussédo sobre ordem de grandeza e algarismos
significativos.

A distancia média mais precisa da Terra ao Sol € definida como uma Unidade Astrondmica (UA),
que é exatamente 149.597.870.700 metros.

a) Escreva essa medida em notacdo cientifica.

A UA ¢ exata por definicéo: Conex&es BNCC

Escrever em notacéo cientifica ndo introduz erro se
mantivermos todos os digitos (1,495978707x1011).
O erro aparece apenas quando arredondamos o
coeficiente (por exemplo, 1,496x1011)

149 597 870 700 m = 1,495978707 x 10" m.

Logo 1 UA = 1,495978707 x 10" m.

b) A Terra gira em torno do Sol em uma orbita eliptica com uma excentricidade média de 0,0167.
Como resultado, a distancia da Terra ao Sol (centro a centro) varia com valores médios de
0,9832899 UA no periélio (mais proximo). Qual o valor em km? Qual o erro ao fazer o calculo
exato em relacdo com notacao cientifica?

Periélio médio 0,9832899 UA em km e erro por arredondamento, conversdo “exata” (respeitando a definicdo
da UA) d = 0,9832899 x 1,495 978 707 x 10" = 1,4709807532081593 x 108 km.

perielio

L4 A

0,9832899%1, 49597

1,.470980753 %101
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Como a UA é exata, quem limita os digitos do resultado € o fator 0,9832899 (7 a.s.). Logo, relatar o resultado
com 7 algarismos significativos € adequado.

d = 0,9832899 x 1,495 978 707 x 10* = 1,4709807532081593 x 108 km.

perielio

Depende de como vocé escreve a UA em notacao cientifica. Se usar todos os digitos (1,495978707x101t m), o
erro é zero. Se arredondar o coeficiente, surge erro.

Vejamos dois cenarios tipicos:

1 UA ~ 1,496 x 10" m = 1,47100169040 x 10® km

0OOEERREO®® QOOOOOOOO
%@@@@@@@@ DO@®OOE&®

Vi @

0,9832899%1, 496X

1.47100169 %10

RU - |

0,9832899%1, 496X =

9040

c) Como resultado, a distancia da Terra ao Sol (centro a centro) varia com valores médios de
1,0167103 UA no afélio (mais distante). Qual o valor em km? Qual o erro ao fazer o calculo exato
em relacdo com notacédo cientifica?

Definicéo exata:

1 UA = 149 597 870 700 m = 149 597 870,7 km = 1,495978707 x 10% km (valor exato).

1 UA ~ 1,496 x 10" m = 1,47100169040 x 108 km
Fator do afélio: 1,0167103 (8 a.s.).

Conversado “exata” (usando a UA exata, sem arredondar o coeficiente)

d, ., = 10167103 x 149 597 870,7 km

afeli

ODOLOOEOOOO® QLOOBOGROO®O®®

XOOO®OOO®O® ® 0 @

OISINIT

1,0167103%149597¢| |1, 0167103%x1495971>
152097696 5, 99875821

Logo, dafelio = 152 097 695,99875821 km.
Como o fator tem 8 algarismos significativos, reportamos o resultado com 8 a.s.:

A UA é exata. Quem limita a precisdo do produto € o fator 1,0167103 (8 a.s.). Usar notacado cientifica com
todos os digitos ndo gera erro; o erro surge apenas se arredondarmos o coeficiente.

d) As distancias médias da orbita dos planetas Mercurio e Vénus ao Sol, expressas em Unidades
Astrondmicas (UA), com base em medidas mais precisas séo:

Distancia Planeta ao Sol em UA

Mercurio 0,387098 UA

Vénus 0,723332 UA
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d1) Calcule a distancia em km com os valores exatos e com 3 digitos signifiticativos.

d = (0,387098 x 149 579 870,7

mercurio

000000000

©OOO®

Quando vocé for reutilizar um valor de forma recor-
rente, utilize a tecla ¢

f=149597870 B=0
C=0 D=0
2 = B0
2=0 C=0 D=0
E=0 =0
»=0 »=0
0LO®®ODOOO® =0
PO® Digite o valor na variavel desejavel. Para utilizar a
—— variavel A, pressione (® @), por exemplo.
0, 387098%A
57909036, 55
OOROOOB®®
OO

vir @ A
0,387098xA-57309(>

0, 0522286
Logod, _=57909 0365522286 km conexoes BNCC
Como a UA € exata, a limitagdo da precisdo do
Com 6 as. (coerente com 0,387098): resultado vem do fator orbital (0,387098 e 0,723332).
d. oo = 57 909 000 km (6.a:s.) Mostrar as duas versdes (6 a.s. e 3 a.s.) é 6timo para
discutir perda de informagéo ao reduzir algarismos
Igualmente significativos e para praticar arredondamento

correto.
d,. .. =108208 9270091726 km ou

venus

d =108 209 000km (6 a.s.).

venus

d2) Qual o erro gerado em cada um dos calculos?

Mercurio — 0,387098 UA

Referéncia (UA exata)

e = 0.387098 x A = 57 909 036,5522286 km
Arredondado para 6 a.s. (coerente com 0,387098):
5,79090 x 10 km = 57 909 000 km

Erro absoluto: 36,55 km (subestima).

Erro relativo: 0,0000631%

Arredondado para 3 a.s.:

5,79 x 107 km = 57 900 000 km

Erro absoluto: 9 036,55 km (subestima).
Erro relativo: 0,0156%

Com 6 ass., o erro cai para dezenas de km; com 3 a.s., sobe para milhares de km. O limitante € o
numero de algarismos significativos que vocé decide manter no resultado.
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Vénus — 0,723332 UA

Referéncia exata (UA exata)
dvenus = 0,723332 X A km = 108 208 927 0091724 km

Arredondado para 6 a.s. (coerente com 0,723332):
1,08209 x 10% km = 108 209 000 km

Erro absoluto: 72,99 km (subestima).

Erro relativo: 0,0000675%

Arredondado para 3 a.s.:
1,08 x 108 km = 108 000 000 km

Erro absoluto: 208 927,01 km (subestima).
Erro relativo: 0,193%

Com 6 a.s., o erro cai para dezenas de km; com 3 a.s., sobe para milhares de km. O limitante é o

numero de algarismos significativos que vocé decide manter no resultado.

e) As distancias médias da orbita dos planetas Mercurio e Vénus ao Sol, expressas em Unidades
Astrondmicas (UA) com 2 algarismos significativos, com base em medidas mais precisas sdo:

Distancia em UA (valores aproximados)

Terra 1UA

Marte Entre 1,38 UA (periélio) e 1,67 UA (afélio)

Jupiter Orbita entre 4,95 UA e 5,45 UA, aproximadamente 5,20 UA em
meédia

Saturno Entre 9,01 UA e 10,07 UA, média comparavel a 9,5 UA

Urano Entre 18,28 UA e 20,09 UA, média ~19 UA

Netuno Entre 29,80 UA e 30,32 UA, média ligeiramente acima de 30 UA

el) Calcule as distancias com dois algarismos significativos (AS).

e2) Por que seria um erro calcular com um numero de algarismos significativos maior do que 27

el) 2 AS, usando 1 UA = 1,495978707 x 108 km)

Terra: 1,5 X 108 km

Marte: periélio 2,1 X 108 km; afélio 2,5 x 108 km
Jupiter: 75 x 108- 8,2 x 10% km (média 7.8 x 108 km)
Saturno: 1,3 X 10° — 1,5 x 10° km (média 1,4 x 10° km)
Urano: 2,7 x 10° — 3,0 X 10° km (média 2,8 x 10° km)
Netuno: = 4,5 X 10° km

e2) Porque as entradas estdo dadas com 2 algarismos significativos; usar mais no resultado criaria
falsa precisao (o resultado nado pode ter mais AS do que o dado menos preciso).
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O 5 Regularidades numericas
Tabela multiplicativa e regularidades

A tabela abaixo apresenta interessantes relacdes entre os numeros. Podemos analisar as sequéncias de
numeros na diagonal principal que € formada por uma sucessdo de quadrados 1, 4, 9, 16, 25 ... e também os
numeros localizados no formato de L-invertido, formado por linhas e colunas.

Por exemplo, L-invetido(2) é formado pela sequéncia {2, 4, 2}.

@ Faca a soma dos numeros contidos em cada régua em formato L invertido conforme a tabela
abaixo:

Tabela dos elementos selecionados na Tabua de Multiplicagao

ordem (n) Soma dos elementos L-invertido(n) Resultado da soma
1 1
2 2+4+2
3 3+6+9+6+3
4 44+8+12+16+12+8+4
5
6

@ E possivel perceber alguma regularidade nas somas? Seria possivel determinar a soma dos valores
de uma linha, sem identificar os elementos da linha? Se afirmativo, qual seria essa regularidade?
Descreva como vocé percebeu o padrao.
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Em uma linha a soma dos elementos do L-invertido é 3375, qual é a ordem desta linha? Como foi
a estratégia utilizada?

@ Observe os numeros L-invertido(5) em destaque:

a) Qual € a soma da linha L-invertido(5)?
Utilize duas estratégias.

b) Qual é a soma da linha L-invertido(16)?
Utilize duas estratégias.

a) Calcule os elementos da tabela ao lado

b) E possivel obter a soma da tabela 15x15?
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O 5 Regularidades numericas
Tabela multiplicativa e regularidades

A tabela abaixo apresenta interessantes relacdes entre os numeros. Podemos analisar as sequéncias de
numeros na diagonal principal que € formada por uma sucessdo de quadrados 1, 4, 9, 16, 25 ... e também os
numeros localizados no formato de L-invertido, formado por linhas e colunas.

Por exemplo, L-invetido(2) é formado pela sequéncia {2, 4, 2}.

‘ Calculadora cientifica Orientac¢des Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Esta atividade convida os estudantes a descobrir padrdes em

" . uma tabela de multiplicacdo e generalizar os resultados. O uso

Matematica e suas tecnologias da ClassWiz é essencial para explorar somatorios e verificar
(EM13MATS507) [dentificar e associar conjecturas de forma &gil, favorecendo o desenvolvimento do
progressdes aritmeéticas (PA) a funcdes pensamento algebrico.

afins de dominios discretos, para analise )

de propriedades, deducio de algumas Use a fungdo Somatorio (Calcular) para calcular somas de
formulas e resolucéo de problemas. progressoes.

Outras anotaces Estimule os eNStudaNmes a explicarem como identificaram o padrao
(metacognicdo), ndo apenas o resultado.

Aproveite o aplicativo Tabela da calculadora para listar
rapidamente valores e comparar com sequéncias conhecidas (ex.:
cubos perfeitos).

@ Faca a soma dos numeros contidos em cada régua em formato L-invertido conforme a tabela
abaixo:
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Tabela dos elementos selecionados na Tabua de Multiplicacdo

ordem (n) Soma dos elementos L-invertido(n) Resultado da soma
1 1 1
2 2+44+2 8
3 3+6+9+6+3 27
4 4+8+12+16+12+8+4 64
5 54+104+15+20+25+15+10+5 125
6 6+12+18+24+30+36+30+24+18+12+6 216

E possivel perceber alguma regularidade nas somas? Seria possivel determinar a soma dos valores
de uma linha, sem identificar os elementos da linha? Se afirmativo, qual seria essa regularidade?

dos elementos. Para n, a soma dos elementos da Conexdes BNCC

n-ésimo L-invertido ¢ dado por n°. Que padrdo aparece nessas somas?

Orientacdo: Os alunos devem perceber que
De fato, observando as somas observamos um pa- os resultados sdo cubos perfeitos (13, 23, 33,
drdo, as somas correspondem a cubos perfeitos:: 43 ).

1=15% 8 =235 27=3% 64=4% .

Em uma linha a soma dos elementos do L-invertido € 3375, qual é a ordem desta linha? Como foi
a estratégia utilizada?

Estratégia 01: Obter a soma de cada L-invertidos e encontrar aquele cuja soma seja 3375.

Estratégia 01 (aperfeicoado): Obter a soma de cada L-invertidos e encontrar aquele cuja soma seja 3375 e
observar que a soma do 15° L-invertido é dada por:

2(15 4+ 30 + 45 + ... + 210 + 225) - 225 = 3375

BI0J0IOICIOIOICIOIOICICICICINIOICIOIOIO)

0JOICICIOINIOICIOIOIGICIOIGIOICIOIGIOIC)

DROPOPEOPROOPROBOOOROBG®
2(15+30+45+60+75->

3375

Estratégia 02: Obter a soma através do padrdo numerico

POOOROO®
Bw a
Y3375
15 A ordem do L-invertido cuja soma € 3375 é a décima quinta.

Em uma linha a soma dos elementos do L-invertido € 3375, qual € a ordem desta linha? Como foi
a estratégia utilizada?

@EOOOOEO®O®®
30 A
¥19683
57 A ordem do L-invertido cuja soma € 3375 é a décima quinta.
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@ Observe os numeros L-invertido(5) em destaque:

a) Qual é a soma da linha L-invertido(5)? Utilize trés estratégias.

Estratégia 01: Obterasoma 5+ 10 +15+20+25+20+ 15+ 10+ 5 =125

Estratégia 02: Padrdo numérico Soma (L-invertido(5)) = 5°.

iy @ A

53

125

Estratégia 03: Soma de duas progressdes aritméticas
Uma maneira de se obter a soma dessa sequéncia € a exploracdo da soma de Progressdes aritmeéticas.
Vamos tomar como exemplo a sequéncia

5+10+15+20+254+20+15+10+5

Primeiro identificamos as duas séries distintas nesta sequéncia: S, = 5 + 10 + 15 + 20 + 25 € a soma de
uma Progressdo Aritmética de razdo 5, cujo primeiro termo € 5 e o ultimo termo € 25; S, =20 + 15 + 10
+5=54+10+ 15 + 20 € a soma de uma Progressao Aritmética de razdo 5, cujo primeiro termo € 5e o
ultimo termo € 20, ou, S, =S, - 52

A soma das sequéncias pode ser obtida, pela soma dos extremos:
Somando as somas S, e S,, temos: Soma (L-invertido)(5) = S+S, = 25 -25 = 125.

b) Escreva uma expressao matematica para obter a soma da linha L-invertido(5).
@ Notacdao Somatorio

Ao resolver somas muito extensas, como as que aparecem nas réguas em “L" ou em tabelas
maiores, escrever todos os termos se torna trabalhoso e pouco pratico. Surge, entédo, a
necessidade de uma forma mais compacta de representar essas somas.

E nesse contexto que entra o somatdrio (), um simbolo que permite escrever de maneira
simples e organizada o calculo de varias parcelas de uma sequéncia. Além de facilitar a escrita,
0 somatorio é amplamente utilizado em Matematica, ciéncias naturais e computacao para
representar padrdes de adicao de forma clara e eficiente.

O somatdrio, representado pela letra grega sigma (¥), € uma forma simbolica de indicar a adicdo
de varios termos de uma sequéncia numeérica.

Ele serve para escrever de maneira compacta operacdes que, de outro modo, ficariam muito
longas. Por exemplo:

142+43+4+5

pode ser escrito como

[/

n
=1
onde: 7 € o indice da soma, 1 € o valor inicial, 5 € o valor final, e termo da sequéncia
€ o proprio i.
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Estratégia 01: Obter a soma

QE®OLOB®DO®
VOOOORGO
OISIOIOISI T

@ A

16 2
2xZ=% (162> —16

40896

Estratégia 02: Padrao numeérico Soma

(L-invertido(16)) = 16°.

A

v @
16

4086

@ Observe os numeros L-invertido(5) em destaque:

Na calculadora, a fungdo somatorio esta no
Catalogo

CIOIVIVIT

v @ A

1]
2
x=0

a) Calcule a soma dos elementos da tabela ao lado

A soma dos elementos da tabela ao lado € dado por

L(1) + L(2) + L(3) + .. + L(6) = 13+ 2° + 33+ ... + 6%

CITIVIVITIGISIOIY)
OOO®
GJW o A
> (x°)
2=1
441

b) E possivel obter a soma da tabela 15x15?

A soma dos elementos da tabela 15x15 é

5, " :
> (2*)
i
14400
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O 6 Regularidades numeéricas
Torre de numeros impares

O Triangulo de Pascal € uma disposicao triangular de numeros binomiais, onde cada numero € a soma dos
dois numeros diretamente acima dele na linha anterior. Ele € nomeado em homenagem ao matematico
francés Blaise Pascal, embora ja fosse conhecido por matematicos chineses e persas antes dele. Algumas
propriedades numéricas do triangulo de Pascal séo as seguintes:

A segunda diagonal € formada pelos numeros naturais: 1 1
1,2 3,4,5..-
1 2 1
A terceira diagonal é formada por numeros triangulares: 1 3 3 1
1,36, 10,..- 1 4 6 4 1

A soma das linhas corresponde as poténcias de 2:
2,4,8,16, 32, ..

@ Observe a seguinte piramide de numeros abaixo. Determine a soma de cada uma das 10 primeiras
linhas da pirdmide de numeros impares.

13 | 15 | 17 | 19
21 |23 |25 | 27 | 29

@ Considere a diagonal (1, 3, 7, 13, 21, ...). Seja f que representa a sequéncia acima, ou seja, f(1) = 1;
A2) =3, A3) =7, f4) =13, .7

a) Seria possivel que f'seja uma fungéo afim? Justifique sua resposta.
b) Seria possivel que f'seja uma fungéo quadratica? Justique sua resposta.

c) Determine a fungéo f'e construa uma tabela com os primeiros 30 termos da sequéncia e
represente graficamente.

@ Considere a diagonal (1, 5, 11, 19, 29, ...).Seja g que representa a sequéncia acima, ou seja, g(1) = 1;
g(2) =5; g(3) = 11; g(4) = 19, .2

a) Seria possivel que g seja uma fungédo afim? Justifique sua resposta.
b) Seria possivel que ¢ seja uma funcédo quadratica? Justique sua resposta.

c) Determine a funcéo g e construa uma tabela com os primeiros 30 termos da sequéncia e
represente graficamente.

@ Qual € o numero que ocupa a posicdo central da 72 linha da piramide de numeros impares? Que
estratégia vocé usou para perceber o padrdo? De que outra forma poderia confirmar sua resposta?
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O 6 Regularidades numeéricas
Torre de numeros impares

O Triangulo de Pascal € uma disposicao triangular de numeros binomiais, onde cada numero € a soma dos
dois numeros diretamente acima dele na linha anterior. Ele € nomeado em homenagem ao matematico
francés Blaise Pascal, embora ja fosse conhecido por matematicos chineses e persas antes dele. Algumas
propriedades numéricas do triangulo de Pascal sdo as seguintes:

A segunda diagonal é formada pelos numeros naturais: 1 1
12,345, -

A terceira diagonal é formada por numeros triangulares:
1,36, 10, ..- 1 4 6 4 1

A soma das linhas corresponde as poténcias de 2:

2,4,8, 16,32, ..
. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas
fx-991LA CW O objetivo € desenvolver a capacidade de conjecturar e validar

padrdes algebricos. Os estudantes vao comparar sequéncias que
s&o quadraticas com outras que ndo séo, entendendo por que a

Matematica e suas tecnologias

2 = =2 Y
EM13MAT502 Investigar relacdes entre forma y=ax* nem sempre se aplica.
numeros expressos em tabelas para . o
representa-los no plano cartesiano Estimule os alunos a calcular manualmente os primeiros termos
identificando padrdes e criando antes de generalizar, criando a necessidade da formula.
conjecturas para generalizar e expressar ‘ L -
algebricamente essa generalizacio Incentive explicacdes metacognitivas: como encontraram o
reconhecendo quando essa padréo, como poderiam confirmar.
representacao ¢ de funcéo polinomial de o
22 grau do tipo y = ax?. Reforce que pensar com a calculadora significa explorar,

conjecturar e validar ideias matematicas.

@ Observe a seguinte piramide de numeros abaixo. Determine a soma de cada uma das 10 primeiras
linhas da pirdamide de numeros impares.

13 | 15 | 17 | 19
21 |23 |25 | 27 | 29

Estratégia 01: Determinar todos os elementos e calcular a soma de cada uma das 10 primeiras linhas.

Estratégia 02: Soma (L1) = 1; Soma (L2) = 8 = 2%, Soma(L3) = 27 = 3%, .., ou seja Soma(Ln) = n>.

Vamos criar uma tabela de valores para a funcdo -
Slx)=x* com x=1, 2, ..., 10. No aplicativo Tabela, temos: Conexdes BNCC

O objetivo € desenvolver a capacidade de

conjecturar e validar padrdes algebricos. Os
. > estudantes vao comparar sequéncias que
C’|‘+’|- : H:h;' 0 ;_,'DE"” | 1| T sdo quadraticas com outras que ndo séo,
iear SHim I LD z entendendo por que a forma y = ax* nem
Planilha WMENEEM Equacdo f{x) :Nenhum sempre se aplica.
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Vamos definir Ax)= x® e criar uma tabela de valores

(@) Tipo de Tabela f(x)

x=123 .., 10.
No aplicativo Tabela, vocé pode customizar
) @@ ® D®DO @D @ para aparecer as colunas f(x), g(x) e o tipo
@) Ax) [ glx).
& ] No exemplo ao lado, definimos para
% iz % flxd . .
! ! i ! mostrar apenas f(x). No aplicativo Tabela,
3 3 3 27 pressione
4 4 4 64
S
v ¥ ©
o L d
oo %35 o | T2, Intervalo Tabela
g g g;g g-s 729 De‘F flx)/g{(x) »
4 il 83 1 L Tipo de Tabela »
5 8 Editar >
Pressione
Os valores da soma de cada uma das linhas séo 1, 8, 27,
64, 125, 216, 343, 512, 729 e 1000. VO®OV
of () /8(x)
@f (x>
0g(x)

Pressione (® para voltar para a Tabela.

@ Considere a diagonal (1, 3, 7, 13, 21, ...). Seja f que representa a sequéncia acima, ou seja, f(1) = 1;
f2) =3, A3) =7, f4) =13, .7

a) Seria possivel que f'seja uma funcéo afim? Justifique sua resposta.

Se fosse possivel que ffosse uma funcéo afim, entdo fx) = ax+4. Dessa forma, teriamos
1=f1)=al+b 3=fQ2)=a2+b 7=f(3)=a3+b 13=f4)=ad+5

Dessa forma, vemos que ndo podemos encontrar valores para « e 4 que satisfaca todas as equacdes acima.
Logo néo € possivel que fseja uma fungao afim.

b) Seria possivel que fseja uma fungdo quadratica? Justique sua resposta.

Se fosse possivel que ffosse uma funcéo afim, entdo fx) = ax*+bx+c. Dessa forma, terfamos
1=f1)=al+bl+c 3=/(2) = a2+ b2 +¢ 7= f(3) = a3+ b3+ ¢, 13= f4) = ad%+ b4 +

Dessa forma, utilizando o aplicativo Equacgado/Sistema Linear para resolver as equagdes acima, encontramos
que a=1, b=-1e =1.

@

Funcdo Polinomial
Resolver Equacdo

X [ A|

+ -
Calcular  Estatistica  Distribuicdo

=
Planilha  Tabela NE[EED

Funcdo Polinomial
Resolver Equacéo

®O© OO0 TIOLTIO)
@HO®O®O®O
@OHOO®O®D®

2 Incornites o [=: 2 E| |75 &

. : : : 5

4 Incognitas o o DZI:I ¥ 12-S— ,

CASIO.
EDUCACAO



Vemos que a fungdo flx)=x*-x+1 satisfaz as demais equagdes, logo f¢ a fungdo procurada.

Vamos criar uma tabela de valores para a funcdo
Ax)= x?-x+1 com x=1, 2, ..., 30. No aplicativo Tabela,

@ Explorar Graficos - QR Code @ @)

temos:
o
— No aplicativo Tabela, vocé pode usar a
X s | % | fex funcdo QR via ) @ para gerar um QR
Calcular  Estatistica  Distribuicdo g Code, ler com um leitor de QR Code no
= xy=0 4 smartphone ou tablets para visualizar o
Planiha WENEER Equacdo f{x) :Nenhum gréfico da funcéo no ClassPad.net (servico
de aprendizado baseado na nuvem para a

OO ® @O ® @ SICIOICIOIOEIOIE) extensdo da ClassWiz)
® @ ®

- —— Pressione apos definir uma funcao no

x| flx . fa, aplicativo Tabela da calculadora e na tabela
2 5 — 3 de valores, pressione @ &)
g adl i
1
o @ 4
L3 flx) % flx)

= 21 9 73

6 6 31 10 10 91

7 7 43 1 1 111

8 =3 57 12 12 133

S 9

Considere a diagonal (1, 5, 11, 19, 29, ...).Seja g que representa a sequéncia acima, ou seja, g(1) = 1;
g(2) =5; g(3) = 11; g(4) = 19, .2

a) Seria possivel que g seja uma fungédo afim? Justifique sua resposta.

Se fosse possivel que g fosse uma fungéo afim, entdo g(x) = ax+4. Dessa forma, teriamos

1=¢gM)=al+b 5=¢g2)=al2+b 11=gB)=a3+b 19=g@4)=ad+5

Dessa forma, vemos que ndo podemos encontrar valores para a e 4 que satisfaca todas as equacdes acima.
Logo néo € possivel que g seja uma fungéo afim.

b) Seria possivel que ¢ seja uma funcédo quadratica? Justique sua resposta.

Se fosse possivel que ffosse uma fungdo afim, entéo g(x) = ax*+éx+c. Dessa forma, teriamos

l=gl)=al+bl+¢ 5=¢g(2)=a22+b2+¢ 11=g(3)=a32+b3+c, 19=¢g@)=ad*+b4+

Dessa forma, utilizando o aplicativo Equagado/Sistema Linear para resolver as equacdes acima, encontramos

que a=1, /=-1e =1
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e |dh A |
Calcular  Estatistica  Distribuicdo Funcdo Polinomial Funcdo Polinomial
8508 Xy=0 Resolver Equacdo Resolver Equacdo
Planilha  Tabela NEPEMED
IO) OITIOITIOITIOITIO)
SITIBITIOITIOITIO),
@6 DD D @
4 Lid

2 Incégnitas —5§+ g§+ 3§ + 12y+ }§= ,15

{ : . MV :
4 Incognitas 0% Oy 0z 3y 1z=-I!|‘|

0

Vemos que a fungdo glx)=x*+x-1 satisfaz as demais equacdes, logo g € a fungéo procurada.

Vamos criar uma tabela de valores para a funcdo
Ax)= x*-x+1 com x=1, 2, ..., 30. No aplicativo Tabela,

temos:
Vo
X = ll‘ﬂh m % alzd
+ - _——
Calcular  Estatistica Distribuigénl >

= xy=0 2
Planilha §RENSEM Equacdo g{x) :Nenhum

Vamos definir fx)= «® e criar uma tabela de valores

x=12,3, .., 10.
VAV O@D® QOO O D6
O0O® ©
o o
% alzd L3 alz)
1| I 1 1
2 2 2 ]
3 3 3 1
4 4 4 19
®®
Vo L d
x a(x) % alx)
=l 23 9| 83
6 6 a1 10 10 109
7 7 S5 11 11 131
8 8 71 12] 12 155
5 9 | 141

Qual € o numero que ocupa a posicao central da 72 linha da piramide de numeros impares? Que
estratégia vocé usou para perceber o padréao? De que outra forma poderia confirmar sua resposta?

Os termos centrais seguem o padréo, 1, 9, 25, 49, ..., ou seja, Ax)= »?

Em relacdo ao numero central, pode-se observar que na fila 3, temos numero central € 9, ou seja, 3% na

proxima fila (5) temos o numero central 25, que corresponde 52, dessa forma, podemos generalizar
Ax) = (2x-1)
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Aprofundamento

Progressao Aritmeética de ordemn

Chamamos de Progressao Aritmética de ordem » uma sequéncia numerica em que as diferencas
sucessivas, calculadas até a n-ésima ordem, sdo constantes.

Em outras palavras:

Uma PA de 12 ordem € a PA comum que ja conhecemos: a diferenca entre termos consecutivos é
constante.

Uma PA de 22 ordem é uma sequéncia em que a primeira diferenca néo é constante, mas a segunda
diferenca é constante.

Mais geralmente, uma sequéncia € chamada de PA de ordem » quando a primeira diferenca ndo €
constante, nem a segunda, nem a terceira... mas a n-ésima diferenca (obtida repetindo o processo de
subtracdo) se torna constante.

@ Verifique que a Progressao Aritmética 2, 5, 8, 11, 14 é de 12 ordem

@ Verifique que Progressdo Aritmética 1, 3, 7, 13, 21... € de 22 ordem

@ Verifique que Progressdo Aritmeética de 22 ordem 1, 8, 27, 64, 125... € de 32 ordem

@ P.A. de ordem n e grau do polinémio

A nocgéo de PA de ordem # esta diretamente
ligada ao grau do polindbmio que gera a
sequéncia.

PA de 12 ordem - Funcao de 12 grau
y=ax+b

PA de 22 ordem - Funcao de 29 grau
y=ax’+ bx + ¢

PA de 32 ordem - Funcéo de 32 grau
y=ax’+ bx’ + cx+ d

Na pratica, essa analise ajuda os alunos
a compreender quando a generalizagdo
é quadratica (caso da EM13MAT502) e
quando ela ultrapassa esse nivel.
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Funcdo Afim i
07 Conhece o Indice de Massa Corporal?

Detalhes da Imagem: Pessoa sobre uma balanga branca desfocado, foco na fita métrica.

O IMC (Indice de Massa Corporal) é um indicador para medir a obesidade de uma pessoa. Este indicador é
obtido com a seguinte formula:
Peso (kg)
Altura® (m?)

Intervalo de massa corporal
Inferior a 15 Entre 15e 18,5 Entre 18 5e 25 Entre 25 e 30 Acima de 30
Abaixo do peso Magro Normal Sobrepeso Obeso

Acrescentando-se fatores como idade e sexo aos dados de peso e altura, obtém-se outro indice mais preciso
chamado CUN-BAE (composicédo de gordura corporal). Dependendo do indice CUN — BAE estaremos em um
dos seguintes intervalos:

Intervalo percentual de Homens Mulheres
gordura no corpo
Peso normal Até 20% Até 30%
Sobrepeso 20,1% - 25% 30,1% - 35%
Obesidade Maior que 25,1% Maior que 35,1%

Atualmente o CUN — BAE esta substituindo o IMC por ser mais representativo.

@ Comepete a tabela abaixo a seguir:

Peso (kg) Altura (m) IMC (A)

Aluno 1

Aluno 2
Aluno 3

@ Na classe ha um menino e uma menina da mesma idade e do mesmo peso. Todavia, o0 percentual
de gordura corporal do rapaz € de 14,3% e o da menina, 30,6%. O menino tem 1,66m de altura e a
menina 1,58m e seu peso € de 60,1kg. Descubra o IMC de cada um deles e comente os resultados
obtidos.

Na tabela seguinte, aparecem as alturas em metros e os pesos em quilos de 10 pessoas.

Altura (x) 175 1,80 1,62 1,57 1,80 173 171 1,68 1,65 1,65
Peso (y) 75 82 57 67 78 65 65 67 62 58

a) Supondo que a relagdo de x e y pode ser modelado pela regresséo linear de yem x com a
equacao y=ax+b, onde a € 4 sdo numeros reais. Obtenha a fungéo y = ax+4.

b) Calcule o IMC para uma altura 1,57m com o dado do peso correspondente que aparece na tabela
e com o valor estimado segundo o modelo obtido. Determine o IMC para as alturas de 1,50m e
1,70m.
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Funcdo Afim i
07 Conhece o Indice de Massa Corporal?

Detalhes da Imagem: Pessoa sobre uma balanga branca desfocado, foco na fita métrica.

O IMC (Indice de Massa Corporal) é um indicador para medir a obesidade de uma pessoa. Este indicador é
obtido com a seguinte formula:
Peso (kg)

MC= —_—
Altura® (m?)

Intervalo de massa corporal
Inferior a 15 Entre 15e 18,5 Entre 18 5e 25 Entre 25 e 30 Acima de 30
Abaixo do peso Magro Normal Sobrepeso Obeso

Acrescentando-se fatores como idade e sexo aos dados de peso e altura, obtém-se outro indice mais preciso
chamado CUN-BAE (composicédo de gordura corporal). Dependendo do indice CUN — BAE estaremos em um
dos seguintes intervalos:

Intervalo percentual de Homens Mulheres
gordura no corpo
Peso normal Até 20% Até 30%
Sobrepeso 20,1% - 25% 30,1% - 35%
Obesidade Maior que 25,1% Maior que 35,1%

Atualmente o CUN — BAE esta substituindo o IMC por ser mais representativo.

. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Com as duas primeiras atividades, pretende-se que os alunos, a
” . partir de uma expressao algébrica, determinem o valor de uma
variavel conhecendo as outras.

EM13MAT302 Construir modelos Com as ultimas atividades, busca-se que encontrem, a partir de
empregando as funcdes polinomiais de 12 alguns dados e com a ajuda da calculadora, um modelo gue se
ou 22 graus, para resolver problemas em ajuste a eles para prever outros dados desconhecidos a partir da
contextos diversos, com ou sem apoio de grafica obtida.
tecnologias digitais. Além disso, com a ultima atividade pretende-se utilizar o modelo

tanto para analisar a diferenca entre o valor observado e o valor
fornecido pelo modelo, como para estimar o valor do IMC para
uma altura cujo peso € desconhecido.

Para encontrar a funcao linear sera utilizada a aplicacdo Estatistica
e, para a representacao grafica, gera-se um codigo QR.

@ Comepete a tabela abaixo a seguir:

Para os calculos abaixo, faremos uso do aplicativo Calcular trabalhando as rela¢gdes do IMC.
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Peso (kg) Altura (m)

Aluno 1

Aluno 2

Aluno 3

Discussao pedagogica

Essa atividade mostra que mesmo com pesos proximos, a altura impacta fortemente o IMC.

E uma boa oportunidade para provocar os alunos a perceber que ndo basta olhar o peso isolado.
Pode-se propor que eles comparem dois colegas ficticios com 0 mesmo peso mas alturas diferentes
(como ja aparece na sequéncia da atividade).

Na classe ha um menino e uma menina da mesma idade e do mesmo peso. Todavia, o0 percentual
de gordura corporal do rapaz € de 14,3% e o da menina, 30,6%. O menino tem 1,66m de altura e a
menina 1,58m e seu peso € de 60,1kg. Descubra o IMC de cada um deles e comente os resultados
obtidos.

O IMC do menino € de aproximadamente 21,8 com trés algarismos significativos.

©© @ @®OOLOOVOOL®
©®© @ @
Vir @ vIr @ A
: e A | I 60,1
1IET Estatistica  Distribuicdo 1, 662
= Xy=0
Planilha  Tabela Equagdo 21.,81013209

O IMC do menino € de aproximadamente 21,8 com trés algarismos significativos.

®EOLOOVOLG
®@ e

Vir @

60, 1

1,58°
24,07466752

Mesmo com o mesmo peso, a diferenca de altura faz variar o IMC: menor altura, implica maior IMC.

Os percentuais de gordura sdo bem distintos (14,3% vs. 30,6%), mostrando que IMC ndo mede composicdo
corporal; duas pessoas com o mesmo IMC/peso podem ter distribuicdes de gordura e massa magra muito
diferentes.

Pela tabela de IMC

Menino (IMC = 21,8): estd na faixa normal (entre 18,5 e 25).

Menina (IMC = 24,1): também esta na faixa normal, mas proxima ao limite superior (25), que marca o inicio
do sobrepeso.

Pela tabela de percentual de gordura corporal (CUN-BAE)
Menino (14,3%): classifica-se como peso normal (até 20%).
Menina (30,6%): ja ultrapassa o limite de 30% para mulheres. Assim, enquadra-se em sobrepeso (30,1% a 35%).

E uma oportunidade para discutir com os alunos a importancia de ndo depender de uma Unica
medida ao avaliar saude e nutri¢éo.
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@ Na tabela seguinte, aparecem as alturas em metros e os pesos em quilos de 10 pessoas.

Altura (x) 175 1,80 1,62 157 1,80 173 171 168 1,65 165
Peso (y) 75 82 57 67 78 65 65 67 62 58

a) Supondo que a relacdo de x e y pode ser modelado pela regressao linear de y em x com a
equacdo y=ax+b, onde a € 4 s&o numeros reais. Obtenha a fungéo y = ax+4.

b) Calcule o IMC para uma altura 1,57m com o dado do peso correspondente que aparece na tabela
e com o valor estimado segundo 0 modelo obtido. Determine o IMC para as alturas de 1,50m e
1,70m.

Para buscar a regressao linear (func¢do afim), vamos no aplicativo Estatistica / 2-variaveis.

(fw) Encontrar funcéo afim (Regressao)

O que é a funcgdo da regressédo linear?

A regressao linear serve para encontrar uma reta que melhor se ajusta a um conjunto de pontos de
uma nuvem de dados. Ela € uma maneira de resumir a relagcdo entre duas variaveis (por exemplo,
altura e peso; horas de estudo e nota; idade e batimentos cardiacos).

O que precisamos para usa-la?
Basta ter pares de dados que relacionem uma variavel com outra. A calculadora ou o computador
analisam esses pares e procuram a linha mais proxima possivel de todos os pontos.

O que a regressao linear faz?

Cria um modelo preditivo: com base nos dados que ja temos, podemos estimar valores que nao
conhecemos.

Mostra a tendéncia da relacdo: se os valores crescem juntos, se um aumenta enquanto o outro
diminui, ou se praticamente ndo ha relacéo.

Permite comparar o valor previsto pela reta com o valor real, observando se ha diferenca grande ou

pequena.
©
X I A | 1-Variavel | "
Calcular |33 Distribuicdo 2—-Variaveis 2
= 8 Xy=0 A
Planilha  Tabela Equagdo
Apos inserir os dados, temos
b X X b
1| 1,75 s 1,8 g 1,652 =N
2l 1.8 82 g 1,73 65 9 1,65 3
3 1,62 57 71,71 65 10| 1,65 58
4 1,57 67 8 1.68 67 1
75 78 67
Pressionamos @) e escolhemos Equacdo de Regressdo (Modelo Afim)
®©
y=a+h

+DX

a=-77, 23136043
b=85, 39584935
=0, 7821130128
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A expressdo da funcéo afim que melhor se ajusta aos dados é
y = 8540x — 7723 (4 algarismos significativos)

O IMC para 1,57m de altura, utilizando o peso que aparece na tabela, obtemos da seguinte forma:

vor @

67
1,57°
27, 18163009

Para realizar a estimativa do IMC para todos os valores pedidos

Vor B A
85, 4%x1,57-77, 23
56, 848
Dai
VI @ A
Ans
1,57°

23, 06300458

O IMC estimado para uma altura de 1,57 m ¢, aproximadamente, 23,06.

O IMC estimado para uma altura de 1,50m €, aproximadamente 22,61 e finalmente para uma altura de 1,70m
o IMC estimado ¢&, aproximadamente, 23,51.

Integracéo entre IMC e regresséao linear

O plano ja mostra bem a diferenca entre IMC e percentual de gordura, mas pode ser interessante
enfatizar que a regressdo linear aqui ndo substitui o calculo do IMC: ela serve para estimar pesos

esperados a partir da altura e, em seguida, calcular o IMC para valores que ndo estavam na tabela.
Isso ajuda os alunos a perceberem a fun¢gdo da modelagem matematica.

Conexd@o com o cotidiano

O tema de peso, altura e IMC aproxima o conteudo da vida dos alunos, mas é importante sempre
lembrar de tratar com cuidado e sensibilidade. Pode-se reforcar que o objetivo € aprender
Matematica, e ndo julgar corpos.

Proposta metacognitiva

Estimular os estudantes a refletirem:

O que muda quando usamos s6 o IMC?

Que diferenca faz considerar também o percentual de gordura?

Até que ponto o modelo linear € uma boa aproximagéo?

Isso os ajuda a perceber as limitacdes e o alcance dos modelos matematicos.
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Metodologias Ativas: Aprendizagem por estacdes

Conhece o Indice de Massa Corporal?

3
Z

Detalhes da Imagem: Pessoa sobre uma balanga branca desfocado, foco na fita métrica.

O IMC (Indice de Massa Corporal) é um indicador para medir a obesidade de uma pessoa. Este indicador é
obtido com a seguinte formula:
Peso (kg)
Altura® (m?)

Intervalo de massa corporal
Inferior a 15 Entre 15e 18,5 Entre 18 5e 25 Entre 25 e 30 Acima de 30
Abaixo do peso Magro Normal Sobrepeso Obeso

Acrescentando-se fatores como idade e sexo aos dados de peso e altura, obtém-se outro indice mais preciso
chamado CUN-BAE (composicédo de gordura corporal). Dependendo do indice CUN — BAE estaremos em um
dos seguintes intervalos:

Intervalo percentual de Homens Mulheres
gordura no corpo
Peso normal Até 20% Até 30%
Sobrepeso 20,1% - 25% 30,1% - 35%
Obesidade Maior que 25,1% Maior que 35,1%

Atualmente o CUN — BAE esta substituindo o IMC por ser mais representativo.

Metodologia ativa: Aprendizagem por Estacoes

Estacdo 1 — Calculo individual com a calculadora

Alunos completam a tabela de IMC usando a férmula e a calculadora.
Foco: uso correto da expresséo.

Estacdo 2 — Analise e comparacéo dos resultados

Em grupo, os alunos discutem:

Quem ficou com maior IMC?

Quial fator foi determinante (peso ou altura)?

Produzem pequenas anotacdes em cartolina ou quadro.

Estacdo 3 — Exploracdo tecnoldgica
Usam a funcéo Tabela para registrar os pares (altura, IMC).
Visualizam padrdes e discutem a relagdo matematica entre as variaveis.

Estacdo 4 — Reflexdo metacognitiva

Grupo debate: "O que o IMC mede e o que ele ndo mede?”.
Confrontam com a tabela de percentuais de gordura.
Produzem uma frase-sintese sobre limites do IMC.

Beneficios pedagogicos

Favorece a autonomia do aluno, que circula entre tarefas diferentes.

Estimula o trabalho colaborativo e a resolucédo de problemas reais.

Amplia a visdo de que a Matematica ndo é apenas calculo, mas também interpretacao critica de mode-
los.
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O 8 Educacado Financeira e Sequéncias numeéricas
A poupanca é o melhor investimento?

Detalhes da Imagem: Uma muda crescendo em uma pilha de moedas tem como pano de fundo natural, verde desfocado, ideias
para economizar dinheiro e crescimento econémico.

A caderneta de poupanca, popularmente chamada de poupanca, € um tipo de de conta bancaria que vocé
pode abrir para guardar seu dinheiro e ganhar um percentual sobre o valor aplicado. Dessa maneira, essa conta
funciona como um investimento, ou seja, um gasto ou aplicacdo de recursos que produza um retorno futuro.
Este investimento € de renda fixa, ou seja, prevé o pagamento do rendimento ao invetidor com base em regras
definidas antes da contratacdo. A caderneta de poupanga € um investimento popular ja que em 2019, segundo
o Banco Central, ha 158 milhdes de contas-poupanca no Brasil. A conta poupanca agrada, pois, ao contrarios
de alguns investimentos, permite sacar o dinheiro a qualquer momento e fazer transferéncias (necessario ser
do mesmo titular). Todas essas possibilidades tornam a poupang¢a mais uma conta do que um investimento.
Afinal, o dinheiro ali aplicado so rende na mesma data do més posterior do depdsito. Por exemplo, se fizer
uma aplicacdo dia 10 de abril e outra dia 20 de abril, a primeira tera rendimento no dia 10 de maio, enquanto

a segunda no dia 20 de maio e creditado apenas no proximo dia util.E quano rende a poupanca? A poupan-

¢a funciona com duas taxas: uma calculada pelo governo, TR (Taxa Referencial) e outra pelos bancos. Esta
ultima possui um calculo, se a SELIC (taxa basica de juros da economia do Brasil) for maior do que 8,5%, a taxa
adicional é de 0,5% ao més, e se for igual ou menor a 8,5%, a taxa adicional equivale a 70% da SELIC. Sera que a
caderneta de poupanca € o melhor investimento?

Texto produzido por Jalman Lima

@ Numa conta-poupanca foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros € de 0,7%a.m
(a0 més),

a) Qual é a expressdao matematica que representa o valor o rendimento no préximo dia de
aniversario?

b) Qual é o valor do rendimento no proximo dia de aniversario?

c) Qual sera o montante total na conta no proximo dia do aniversario, supondo que todos os dias
de aniversarios sédo dias uteis?

@ Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros € de
0,7% a.m (a0 més). Preencha a tabela abaixo

Més referéncia Expressao matematica Valor do montante | Valor dos juros

Més 0

Més 1

Més 2

Més 3

Més 12

CASIO.
EDUCACAO



@ Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 em cada um dos meses subsequentes
no dia do aniversario e cuja taxa de juros € de 0,7% a.m. Preencha a tabela abaixo para os
proximos 12 meses.

Més Déposito Juros més Juros TTL Expressédo Acumulo
0 50,00 0,00 0,00 50 50,00

1 100,00 035 035 50(1+0,7%) 100,35

2

3

@ Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 em cada um dos meses subsequentes
no dia do aniversario e cuja taxa de juros é de 0,7% a.m. Preencha a tabela abaixo para os
proximos 12 meses.

@ O Certificado de Deopdsito Bancario (CDB) € um outro invstimento conhecido na renda fixa
brasileira. O rendimento do CDB depende do banco. Cada banco tem uma regra a depender
do tipo (prefixado, pods-fixado e hibrido) e da porcentagem do CDI (Certificado de Deposito
Interbancario).

No Banco X, onde o investimento minimo é de R$1 000,00 e com retorno de 100% do CDI, rendeu
13,65% ao ano, considerando a taxa SELIC a 13,75% a.a. Lembrando que para um investimento
CDB deve ser deduzido 17,5% do valor inicial para uma aplicacado que fica 365 dias. Quem rendeu
mais em 2022: investir RS 1.000 na poupanca ou investir R$1.000 na caderneta de poupanca?

CASIO.
EDUCACAO



O 8 Educacado Financeira e Sequéncias numeéricas
A poupanca é o melhor investimento?

Detalhes da Imagem: Uma muda crescendo em uma pilha de moedas tem como pano de fundo natural, verde desfocado, ideias
para economizar dinheiro e crescimento econdmico.

A caderneta de poupanca, popularmente chamada de poupanga, € um tipo de de conta bancaria que vocé
pode abrir para guardar seu dinheiro e ganhar um percentual sobre o valor aplicado. Dessa maneira, essa conta
funciona como um investimento, ou seja, um gasto ou aplicagdo de recursos que produza um retorno futuro.
Este investimento € de renda fixa, ou seja, prevé o pagamento do rendimento ao invetidor com base em regras
definidas antes da contratacéo. A caderneta de poupanca € um investimento popular ja que em 2019, segundo
o Banco Central, ha 158 milhdes de contas-poupanca no Brasil. A conta poupanca agrada, pois, ao contrarios
de alguns investimentos, permite sacar o dinheiro a qualquer momento e fazer transferéncias (necessario ser
do mesmo titular). Todas essas possibilidades tornam a poupang¢a mais uma conta do que um investimento.
Afinal, o dinheiro ali aplicado so rende na mesma data do més posterior do depdsito. Por exemplo, se fizer
uma aplicacdo dia 10 de abril e outra dia 20 de abril, a primeira terd rendimento no dia 10 de maio, enquanto

a segunda no dia 20 de maio e creditado apenas no proximo dia util.E quano rende a poupanca? A poupan-

¢a funciona com duas taxas: uma calculada pelo governo, TR (Taxa Referencial) e outra pelos bancos. Esta
ultima possui um célculo, se a SELIC (taxa basica de juros da economia do Brasil) for maior do que 8,5%, a taxa
adicional é de 0,5% ao més, e se for igual ou menor a 8,5%, a taxa adicional equivale a 70% da SELIC. Sera que a
caderneta de poupanca € o melhor investimento?

Texto produzido por Jalman Lima

' Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Estas atividades podem servir para introduzir os conceitos juros
L. . compostos;

Matematica e suas tecnologias
EM13MAT304 Resolver e elaborar Saber reconhecer padrdes e regularidades em sequéncias
problemas com funcdes exponenciais numericas ou de imagens, expressando-as matematicamente;
nos quais seja necessario compreender Compreender o significado da soma como padrdes numericas em
e interpretar a variagio das grandezas Casos praticos.
envolvidas, em contextos como o da o o
Matematica Financeira entre outros. O uso da calculadora cientifica sera interessante para abordar

problemas mais interessantes como investir uma certa quantia
por més na caderneta de poupanca € compara-la com outro
Investimento.

@ Numa conta-poupanca foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros é de 0,7%a.m
(a0 més),

a) Qual é a expressdo matematica que representa o valor o rendimento no préximo dia de
aniversario?

Antes de comecar a trabalhar o tema, faga perguntas como "O que vocé entende por investimento?”,
"Quais as formas de investimento que vocé conhece ou ouviu falar?”, " Vocé pretendeu ou pretende
investigar? O que vocé gostaria de comprar nos proximos anos?”.

CASIO.
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O montante é dado pela expresséo matematica

50(1+0,7%)

OOOO®POL
@OWWO® 6

Nd
50¢1+0, 7%>

50,35

@ Saida Decimal

Na calculadora o simbolo de produto é opcional
entre um numero e a abertura dos parénteses.

Além disso explorar o formato do numero em
sua forma padréo (expressdes fracionarias e

matematicas) e em sua forma decimal, assim como

outros formatos, através da tecla @.

Nicg
50¢1+0, 7%>

50,35

Decimal
Fracdo Impropria
Fracdo WMista

Numa conta-poupanca foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros € de 0,7%a.m

(a0 més),

a) Qual é a expressao matematica que representa o valor o rendimento no préoximo dia de

aniversario?

A expressdo que representa o valor o rendimento no préoximo dia de aniversario € dado por 50x(1+0,7%).

b) Qual é o valor do rendimento no proximo dia de aniversario?

Os juros (ou rendimentos) foi de R$0,35.

c) Qual sera o montante total na conta no proximo dia do aniversario, supondo que todos os dias

de aniversarios sdo dias uteis?

O montante total no préximo dia de aniversario sera de R$50,35.

Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros é de

0,7% a.m (a0 més). Preencha a tabela abaixo

Més referéncia Expressao matematica Valor do montante | Valor dos juros
Més 0 50(1+0,7%)° 50 0
Més 1 50(1+0,7%)* 50,35 0,35
Més 2 50(1+0,7%)? 50,70245 0,70
Més 3 50(1+0,7%)3 51,0736715 1,07

Més 12 50(1+0,7%) 54,3655331 4,37

GOOO®POLO WOODOLOD )

@OX®®O®® @O®®WO®

I A o A ]
50¢1+0, 7%> Ans<{1+0, 7%> Ans(1+0, 7%>
50,35 50, 70245 51,05736715
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@

)

@
Ans (1+0, 7%>

51.41476872

]
Ans(1+0, 7%>

51, 7746721

@

&

= 0
Ans{(1+0, 7%>

52,50205447

> @
Ans (1+0, 7%>

52, 869568835

@

@

L |
Ans(1+0, 7%)

53,61233342

N |
Ans(1+0, 7%>

53,98761976

Uma outra estratégia sera a de expressdes matematicas

GOOO®OLO® GQOO®OL@
@OVLB®O®E® @OVR®O®@®
50¢1+0, 7% 5g<:+u.7%>2 :

50, 35 50, 70245
Qe@®® Q@O ®

50¢1+0, 7%>*

51,41476872

50¢140, 7%)°

S51.7746721

Q@O®

@®®

L d A

50¢140, 7%>°

52,50205447

g A

50¢1+0, 7%>°

52, 86956885

Q@O0 ® Q@O
@ A N | A
50¢1+0, 7%>'° 50¢1+0, 7%> "

53,61233342

53,98761876

&

v @
Ans{1+0, 7%>

52, 13709481

&

v @
Ans (1+0, 7%>

53,23965583

@

L |
Ans(1+0, 7%>

54, 3655331

QICIONT;

Vo A

50¢1+0, 7%)°

51, 05736715
QICIOIT)

L A

50¢1+0, 7%>°

52, 13709481
QICIONT)

g -

50¢1+0, 7%>°

53, 23965583
QOO®

> a

50¢1+0, 7%)"?

54, 3655331

Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 em cada um dos meses subsequentes
no dia do aniversario e cuja taxa de juros € de 0,7% a.m. Preencha a tabela abaixo para os

proximos 12 meses.

Més Déposito Juros més Juros TTL Expressédo Acumulo
0 50,00 0,00 0,00 50 50,00
1 100,00 0,35 035 50(1+0,7%) 100,35
2
3
CASIO.
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Percebemos o que saldo final no dia da
caderneta de poupanga em 01/02/2023 seria
o valor anterior multiplicado por (1+0,7%) e
adicionado o valor 50, ou seja,

50(1+0,7%)+50.
Ja o saldo final no dia 01/03/2023 para a mesma
caderneta de poupanga, supondo que seja um

dia util, seria o saldo anterior multiplicado por
(140,7%) e adicionado o valor 50, ou seja,

(50(1+0,7%)+50).(1+0,7%)+50

(@) Memoria ANS

Na calculadora, o ultimo valor calculado fica na
memoria @), Ans é a ultima resposta (Answer em

inglés) calculada pela calculadora.

Dessa forma podemos construir uma sequéncia
numerica. Perceba que o calculo do saldo da
caderneta de poupanga ao lado é o mesmo do
realizado acima, so que ao invés de digitarmos o
ultimo valor calculado 100,35, utilizamos a tecla @).

E possivel utilizar as teclas direcionais ®) V) para
visualizar novamente os calculos dos saldos feitos

anteriormente.

OOOPOLO® CICIOICIOIBINIC)

QITITIOICIGIOIOIE) QITITIOICIGICIOIE)

50¢1+0, 7%)+50 Ans (1+0, 7%)+50
100, 35 151, 05245

@

L A
Ans(1+0, 7%>+50

253, 5245859

Vo A
Ans (1+0, 7%>+50

305, 299258

®

®

vor @ A
Ans(1+0, 7%>+50

409, 9384072

Vir @ A
Ans{1+0, 7%>+50

462, 8079761

&

@

v @ A
Ans (1+0, 7%>+50

569, 6599654

02 a
Ans(1+0, 7%>+50

623, 6475851

Outra forma,

Somatdrio
Expressao

Limite inferior
Limite superior
Calculo

id A

éi(su<1+n.7%>z)

678,0131182
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)

g A
Ans (1+0, 7%>+50

202, 1098172

&
Vr @ A
Ans (1+0, 7%)+50

357, 4363528

®

4 A
Ans{(1+0, 7%>+50

516,.0476319

®
> a
Ans{1+0, 7%>+50

678,0131182




Més Déposito Juros més Juros TTL Acumulo
0 50,00 0,00 0,00 50,00
1 100,00 0,35 0,35 100,35
2 150,00 0,70 1,05 151,05
3 200,00 1,06 2,11 202,11
4 250,00 141 3,52 253,52
5 300,00 177 5,29 305,29
6 350,00 2,14 743 35743
7 400,00 2,50 9,93 409,93
8 450,00 2,87 12,80 462,80
9 500,00 3,24 16,04 516,04
10 550,00 3,61 19,65 569,65
11 600,00 3,99 23,64 623,64
12 650,00 4,37 28,01 678,01

O Certificado de Deopdsito Bancario (CDB) € um outro invstimento conhecido na renda fixa
brasileira. O rendimento do CDB depende do banco. Cada banco tem uma regra a depender
do tipo (prefixado, pos-fixado e hibrido) e da porcentagem do CDI (Certificado de Deposito

Interbancario).

No Banco X, onde o investimento minimo é de R$1 000,00 e com retorno de 100% do CDI, rendeu
13,65% ao ano, considerando a taxa SELIC a 13,75% a.a. Lembrando que para um investimento
CDB deve ser deduzido 17,5% do valor inicial para uma aplicacédo que fica 365 dias. Quem rendeu
mais em 2022: investir RS 1.000 na poupanca ou investir R$1.000 na caderneta de poupanca?

Caderneta de Poupanca

Investimento inicial: R$1000
Taxa de juros: 7,9% ao ano

CDB

Investimento inicial: R$1000

Taxa de rendimento: 13,65% ao ano
Tributacdo sobre os rendimentos: 17,50%

Vemos que ao compararmos o rendimento da
caderneta de poupanca em 2022 e no CDB, no
mesmo periodo, o CDB tem um retorno melhor

que a caderneta de poupanca.
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Ampliacéo: Funcdes Exponenciais

A poupanca é o melhor investimento?

Detalhes da Imagem: Uma muda crescendo em uma pilha de moedas tem como pano de fundo natural, verde desfocado, ideias
para economizar dinheiro e crescimento econdmico.

A caderneta de poupanca, popularmente chamada de poupanga, € um tipo de de conta bancaria que vocé
pode abrir para guardar seu dinheiro e ganhar um percentual sobre o valor aplicado. Dessa maneira, essa conta
funciona como um investimento, ou seja, um gasto ou aplicacdo de recursos que produza um retorno futuro.
Este investimento € de renda fixa, ou seja, prevé o pagamento do rendimento ao invetidor com base em regras
definidas antes da contratacéo. A caderneta de poupanca € um investimento popular ja que em 2019, segundo
o Banco Central, ha 158 milhdes de contas-poupanca no Brasil. A conta poupanca agrada, pois, ao contrarios
de alguns investimentos, permite sacar o dinheiro a qualquer momento e fazer transferéncias (necessario ser
do mesmo titular). Todas essas possibilidades tornam a poupang¢a mais uma conta do que um investimento.
Afinal, o dinheiro ali aplicado so rende na mesma data do més posterior do depdsito. Por exemplo, se fizer
uma aplicacao dia 10 de abril e outra dia 20 de abril, a primeira tera rendimento no dia 10 de maio, enquanto

a segunda no dia 20 de maio e creditado apenas no proximo dia util.E quano rende a poupanca? A poupan-

¢a funciona com duas taxas: uma calculada pelo governo, TR (Taxa Referencial) e outra pelos bancos. Esta
ultima possui um cdlculo, se a SELIC (taxa basica de juros da economia do Brasil) for maior do que 8,5%, a taxa
adicional é de 0,5% ao més, e se for igual ou menor a 8,5%, a taxa adicional equivale a 70% da SELIC. Sera que a
caderneta de poupanca € o melhor investimento?

Texto produzido por Jalman Lima

@ Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 no dia primeiro, cuja taxa de juros é
de 0,7% a.m (a0 més). Determine a funcéo /(montante) em funcgéo do tempo « e determine o
montante e os juros dos proximos 24 meses com o auxilio de uma tabela de valores.

@ Na conta-poupanca de um banco foi depositado R$50,00 em cada um dos meses subsequentes
no dia do aniversario e cuja taxa de juros € de 0,7% a.m. Determine a fungao f (montante) em
funcao do tempo x e determine o montante e os juros dos proximos 24 meses com o auxilio de
uma tabela de valores.

CASIO.
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09 Progressdes
A Torre de Hanoi

" ii"' -

Descri¢cdo da Imagem: Torre de Hanoi em perspectiva.

De acordo com um antigo mito indiano, o centro do mundo estaria localizado sob a cupula de um templo na
cidade de Benares, na India. Nesse templo, haveria uma base de latdo com trés pinos de diamante fixados.
Conta-se que, ao criar o mundo, o deus Brahma teria colocado em um dos pinos uma pilha de sessenta e
quatro discos de ouro, organizados em ordem decrescente de tamanho: o maior apoiado sobre a base e o
menor no topo. Essa pilha recebeu o nome de Torre de Brahma.

Segundo a tradicéo, os sacerdotes do templo receberam a misséo de transferir todos os discos de um pino para
outro, obedecendo a duas regras imutaveis:

1. mover apenas um disco por vez;
2. nunca colocar um disco maior sobre outro menor.

Quantos movimentos seriam necessario para transferir todos os discos da Torre de Brahma?

@ Crie uma Torre de Brahma (Torre de Hanoi), segundo as instrucdes acima com um, dois e trés
discos.

a) Quantos movimentos sao realizados para a locomocédo de um disco e com dois discos do
primeiro pino até o ultimo, sequindo as regras cima?

b) Quantos movimentos seriam necessarios para trés pinos? Seria possivel realizar a locomogao
dos discos para o ultimo pino, como menos movimentos?

c) Vocé conseguiria prever o resultado para quatro discos? Para comprovar, faga o experimento
com quatro discos.

Existe algum padrdo numeérico para determinar o numero de movimentos? Se existir, qual o
padrdo numeérico?

Seria possivel prever a quantidade minima de movimentos para locomover cinco discos do
primeiro pino para o ultimo?

Qual a quantidade aproximada de movimentos para 64 discos?

Pensar em alguma estratégia para calcular exatamente (com todos os digitos) a quantidade de
movimentos necessarios para mover 64 os discos da Torre de Brahma do primeiro pino ao ultimo.

CASIO.
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O 9 Progressdes Numeéricas
A Torre de Hanoi

Descricdo da Imagem: Torre de Hanoi em perspectiva.

De acordo com um antigo mito indiano, o centro do mundo estaria localizado sob a cupula de um templo na
cidade de Benares, na India. Nesse templo, haveria uma base de latdo com trés pinos de diamante fixados.
Conta-se que, ao criar o mundo, o deus Brahma teria colocado em um dos pinos uma pilha de sessenta e
quatro discos de ouro, organizados em ordem decrescente de tamanho: o maior apoiado sobre a base e o
menor no topo. Essa pilha recebeu o nome de Torre de Brahma.

Segundo a tradicéo, os sacerdotes do templo receberam a misséo de transferir todos os discos de um pino para
outro, obedecendo a duas regras imutaveis:

1. mover apenas um disco por vez;
2. nunca colocar um disco maior sobre outro menor.

Quantos movimentos seriam necessario para transferir todos os discos da Torre de Brahma?

‘ Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Inicie a atividade contextualizando o mito da Torre de Branma para
" . despertar curiosidade e motivagao.
Matematica e suas tecnologias
EM13MAT508 Identificar e associar Proponha que os alunos experimentem com materiais concretos
progressdes geométricas (PG) a funcdes (copos, tampas, discos) antes de formalizar o padréo numerico.
exponenciais de dominios discretos, . B _
para analise de propriedades, deducio Estimule a observacdo dos resultados com 1, 2, 3 e 4 discos,
de algumas férmulas e resolugéo de conduzindo-os a generalizagdo da formula
problemas.

Relacione a atividade a habilidade EM13MATS508, evidenciando a
progressdo geomeétrica assoclada a funcdes exponenciais.

Incentive os alunos a explicarem suas estratégias, promovendo a
metacognicéo e a comparacdo de metodos.

@ Crie uma Torre de Brahma (Torre de Hanoi), segundo as instrugdes acima com um, dois e trés
discos.

a) Quantos movimentos séo realizados para a locomocado de um disco e com dois discos do
primeiro pino até o ultimo, sequindo as regras cima?

Regras basicas da Torre de Hanoi:

SO é permitido mover um disco por vez.

Um disco nunca pode ser colocado sobre um disco menor.

O objetivo € mover todos os discos do primeiro pino para o ultimo pino, usando o pino do meio como
auxiliar.

a) Para dois discos, 3 movimentos
Sequéncia dos movimentos para 2 discos:
Move disco 1 (menor) do Pino A para Pino B
Move disco 2 (maior) do Pino A para Pino C
Move disco 1 do Pino B para Pino C

CASIO.
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b) Quantos movimentos seriam necessarios para trés pinos? Seria possivel realizar a locomogédo
dos discos para o ultimo pino, como menos movimentos?

Regras basicas da Torre de Hanoi:

Para 3 discos: 7 movimentos (minimo).
N&o, nado € possivel fazer com menos movimentos. A sequéncia ideal € otimizada — qualquer outra
alternativa resulta em mais movimentos ou quebra das regras.

c) Vocé conseguiria prever o resultado para quatro discos? Para comprovar, faga o experimento
com quatro discos.

1 Disco, 1 movimento

2 Discos, 3 movimentos
3 Discos, 7 movimentos
4 Discos, 15 movimentos

Discos (D1 = menor, D4 = maior):
Pinos: A (inicio), B (auxiliar), C (destino).

Passos:

Move D1 A para C / Move D2 A para B/ Move D1 C para B / Move D3 A para C / Move D1 B para A
Move D2 B para C / Move D1 A para C / Move D4 A para B/ Move D1 C para B/ Move D2 C para A
Move D1 B para A / Move D3 C para B/ Move D1 A para C / Move D2 A para B / Move D1 C para B

Total: 15 movimentos

Comentario Pedagogico — Torre de Hanot: Desenvolvendo o Pensamento Recursivo

A Torre de Handi € uma excelente ferramenta pedagogica para desenvolver o raciocinio logico, a
capacidade de planejamento e o pensamento recursivo. Embora seja apresentada como um quebra-
cabeca, ela oferece oportunidades ricas para discutir conceitos matematicos e computacionais.

Recursividade

A resolucdo do problema com n discos depende da solugdo com n - 1 discos. Isso introduz aos
alunos a ideia de dividir um problema maior em partes menores e semelhantes, o que ¢é a base do
pensamento recursivo e essencial em algoritmos e programagéo.

2. Crescimento exponencial

A formula 2"-1 revela como o numero de movimentos cresce rapidamente com o aumento
de discos. [sso permite discutir com os alunos o conceito de crescimento exponencial e suas
implicagdes em problemas de escala.

Existe algum padrdo numeérico para determinar o numero de movimentos? Se existir, qual o
padrao numerico?

No exercicio anterior, percebemos que a quantidade de movimentos ndo cresce de forma linear, mas sim
exponencial. Os movimentos crescem de forma: 1, 3, 7, 15, ... Esse padrdo caracteriza uma progressédo de
crescimento exponencial.

Além disso, a quantidade de movimentos (minimos) para uma quantidade fixa de discos, surge outro padrédo:
o total corresponde a 2"— 1. Isso reforca a relacdo entre a PG e a funcao exponencial, mostrando como a
soma parcial cresce rapidamente.
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Seria possivel prever a quantidade minima de movimentos para locomover cinco discos do
primeiro pino para o ultimo?
Sim. Usando a expressédo 2°— 1 = 31 movimentos.

Portanto, para cinco discos, sdo necessarios 31 movimentos minimos para transferi-los corretamente do
primeiro ao ultimo pino.

Qual a quantidade aproximada de movimentos para 64 discos?

A quantidade aproximada de movimentos para Conexdes BNCC
todos os 64 discos

Provoque a turma: “O que cresce mais rapido:

zﬁ _"fl . somar sempre +1 bilhdo ou dobrar? Em quantos
passos o ‘dobrar’ supera qualquer soma fixa?" — isso
reforca a associacao entre PG (razdo 2) e fungao
1.844674407x10"° exponencial em dominio discreto

ou seja, aproximadamente 1,844674407 x 10%.

@ Somatorio (Simbolo)
Esta pode ser uma otima oportunidade para introduzir o simbolo de somatorio X (sigma, em
grego). Cuidado. Professores tém que ter cuidado com o uso e desenvolvimento do vocabulario
(em portugués e em matematica). O excesso de niveis de simbolismo pode dificultar o
aprendizado.

Antes de introduzir este simbolo, faca a seguinte pergunta:

A quantidade de gréos até a quinta casa é

N4
25—

1,.844674407x101°

Os matematicos possuem uma terminologia muito semelhante a expressao acima. Ao invés de
usarmos o tradicional S, usamos o S grego, ou seja, X (sigma).

Em outras palavras,

2z
Logo usando o somatorio temos,
CITIVIVICIBISIOIO,
0®e®
d A
3. (2%)
2=0

31

CASIO.
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Elabore estratégias para calcular exatamente (com todos os digitos) a quantidade de movimentos
para mover 64 discos.

A calculadora ndo fornece todos os digitos do valor acima, logo vamos simplificar a expressao acima.
Usando propriedade de potenciacao, teremos 2% — 1 = (2%)2 - 1

A

Vo
2541

1.844674407x101°

Usando a calculadora teremos

2 a
232

4 294 3967 286

Logo,

264 = (2%2)2= (4 294 967 296)?

4294000000+967000+296)?

4294 x 106 + 967 x 10%+ 296)?

= (4294 x 10° + 967 x 103 + 296) (4294 x 10° + 967 x 10% + 296)

= 42942 x 102 + 4294 x 967 x 10°+ 4294 x 296 X 10°%+ 967 x 4294 x 10°+ 9672 x 10°%+
+/967 X 296 X 10°+ 296 x 4294 x 10°+ 296 x 967 x 103+ 2962

= (
= (

Usando a calculadora cientifica para fazer os calculos auxiliares

a8 A iy @ A Vi @
42942 2x4294x967 2x4294%296
18438 436 8304 596 2542048
v @ A Vi @ A @ A
967° 2x967%296 29g2
935 089 572 464 87 616

Dessa forma, teremos

Conexdes BNCC 18 438 436 000 000 000 000

8 304 596 000 000 000

Ha outras estratégias para resolver este problema: 2 542 048 000 000
935 089 000 000

Quadrado de uma soma com trés termos 572 464 000
+ 87 616

Diferencas de dois quadrados o

18 446 744 073 709 551 616
Usando digitos ocultos da calculadora

Logo o numero total € 18 446 744 073 709 551 615 movimentos.

CASIO.

EDUCACAO



09 Progressdes
A Torre de Hanoi

Descricdo da Imagem: Torre de Hanoi em perspectiva.

De acordo com um antigo mito indiano, o centro do mundo estaria localizado sob a cupula de um templo na
cidade de Benares, na India. Nesse templo, haveria uma base de latdo com trés pinos de diamante fixados.
Conta-se que, ao criar o mundo, o deus Brahma teria colocado em um dos pinos uma pilha de sessenta e
quatro discos de ouro, organizados em ordem decrescente de tamanho: o maior apoiado sobre a base e o
menor no topo. Essa pilha recebeu o nome de Torre de Brahma.

Segundo a tradicéo, os sacerdotes do templo receberam a misséo de transferir todos os discos de um pino para
outro, obedecendo a duas regras imutaveis:

1. mover apenas um disco por vez;
2. nunca colocar um disco maior sobre outro menor.

Quantos movimentos seriam necessario para transferir todos os discos da Torre de Brahma?

@ Se fizéssemos um movimento certo por segundo, quanto tempo levariamos para realizar todos os
movimentos para transportar 64 discos?

CASIO.

EDUCACAO



Progressdes

A lenda de Sissa: o inventor do xadrez

Detalhes da Imagem: Tigela com farinha, graos e espigas de trigo sobre mesa de madeira

Uma antiga lenda sobre o xadrez afirma que o inventor do jogo pediu como compensagao ao rei por

sua invencao uma quantidade muito grande de graos de trigo. Quao grande? De fato, pelo pedido nao
convencional, a quantidade n&o parecia tdo chamativa a priori. A conta era facil: um grao de trigo na primeira
casa, dois na seguinte, quatro na proxima e assim sucessivamente, duplicando a quantidade anterior, até
completar a ultima casa.

Toda a corte esperava que Sissa fosse pedir grandes riquezas, mas ele surpreendeu a todos com o seguinte
pedido: um gréo de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois graos de trigo pela segunda casa; quatro graos
de trigo pela terceira casa; oito gréos de trigo pela quarta casa e assim sucessivamente, sempre dobrando o
numero de grdos da casa anterior até a casa de numero sessenta e quatro (o tabuleiro de xadrez tem 64 casas).
Seu pedido provocou risos. O rei meio que contrariado disse-lhe: “Um invento téo brilhante e um pedido tédo
simples? Escolha uma grande riqueza meu jovem, um de meus castelos, um palacio ou até uma de minhas
mulheres! “ Todavia Sissa mostrava-se inapelavel a proposta do rei, e, como palavra de rei é palavra de rei,
este, ainda contrariado, pediu a seus criados que entregassem a Sissa um grande saco de graos de trigo. Sissa,
entretanto, recusou a oferta dizendo que queria receber exatamente o que havia pedido, nem um grao a mais,
nem um grao a menos. O rei pediu entdo para que seus calculistas fizessem as contas.

Quantos graos de trigo exatamente Sissa pediu ao rei?

@ Sem utilizar férmulas, qual o numero de graos de trigo presentes em:

ordem Gréos de trigo na casa Grédos de trigo até a casa

1

2
3
4
5
6
7
8

@ Existe algum padrdo numeérico para determinar o numero de graos de trigo ou o numero de graos
de trigo até a casa x? Se existir, qual € séo os padrdes numeéricos?

@ Quantos graos de trigo ha na trigésima segunda casa? E até a trigésima segunda casa?

CASIO.

EDUCACAO



@ Quantos grédos de trigo ha na trigésima quarta casa? Qual o valor encontrado na calculadora?

Quantos grados de trigo ha até a trigésima quarta casa? Elabore estratégias para determinar o
numero exato de graos de trigo até a trigésima quarta casa com todos os digitos.

Quantos graos de trigo aproximadamente Sissa pediu ao rei?

Elabore estratégias para calcular exatamente (com todos os digitos) a quantidade de grédos de
trigo pedido pelo Sissa.

CASIO.

EDUCACAO



10 Progressdes
A lenda de Sissa: o inventor do xadrez

Detalhes da Imagem: Tigela com farinha, graos e espigas de trigo sobre mesa de madeira

Uma antiga lenda sobre o xadrez afirma que o inventor do jogo pediu como compensagao ao rei por sua in-
vencdo uma quantidade muito grande de graos de trigo. Quao grande? De fato, pelo pedido ndo convencional,
a quantidade néo parecia tdo chamativa a priori. A conta era facil: um grao de trigo na primeira casa, dois na
seguinte, quatro na proxima e assim sucessivamente, duplicando a quantidade anterior, até completar a ultima
casa.

Toda a corte esperava que Sissa fosse pedir grandes riquezas, mas ele surpreendeu a todos com o seguinte
pedido: um gréo de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois graos de trigo pela segunda casa; quatro graos
de trigo pela terceira casa; oito gréos de trigo pela quarta casa e assim sucessivamente, sempre dobrando o
numero de grdos da casa anterior até a casa de numero sessenta e quatro (o tabuleiro de xadrez tem 64 casas).
Seu pedido provocou risos. O rei meio que contrariado disse-lhe: “Um invento téo brilhante e um pedido tédo
simples? Escolha uma grande riqueza meu jovem, um de meus castelos, um palacio ou até uma de minhas
mulheres! “ Todavia Sissa mostrava-se inapelavel a proposta do rei, e, como palavra de rei é palavra de rei, este,
ainda contrariado, pediu a seus criados que entregassem a Sissa um grande saco de grdos de trigo. Sissa, entre-
tanto, recusou a oferta dizendo que queria receber exatamente o que havia pedido, nem um grao a mais, nem
um grdo a menos. O rei pediu entdo para que seus calculistas fizessem as contas.

Quantos graos de trigo exatamente Sissa pediu ao rei?

' Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Na ClassWiz, ative o separador de digitos (Config / Sep de Digitos)

" . e use Tabela para gerar as fungdes fe g validando conjecturas
Matematica e suas tecnologias T Iy

EM13MAT508 Identificar e associar
progressdes geométricas (PG) a funcdes
exponenciais de dominios discretos,
para analise de propriedades, deducdo
de algumas formulas e resolucdo de
problemas.

Conecte PG (razdo 2) a fungdo exponencial em dominio discreto

@ Sem utilizar formulas, qual o numero de grdos de trigo presentes em:

ordem Grédos de trigo na casa Gréos de trigo até a casa Adicionando 1
1 1=2° =2 2=2t
2 2 =21 3=204+2! 4=22
3 4=22 7=20+2t+ 22 8=23
4 8 =25 15=20+4 21+ 22+ 2° 16 = 2¢

CASIO.

EDUCACAO



ordem Graos de trigo na casa

Graos de trigo até a casa

Adicionando 1

5 16 = 2¢ 31=20+2t+22+ 25+ 2¢ 32 =27
6 32 =25 63 = 204+214224+25+24425 64 = 2°
7 64 = 2° 127 = 204214224 23424425428 128 = 27
8 128 =27 255 = 20421+22+23+24+25+26+27 256 = 28

@ Existe algum padrdo numérico para determinar o numero de graos de trigo ou o numero de graos
de trigo até a casa x? Se existir, qual € sdo os padrdes numericos?

No exercicio anterior, percebemos que

a quantidade de grédos em cada casa do
tabuleiro ndo cresce de forma linear, mas sim
exponencial. Isso significa que cada valor é o
dobro do anterior: 1, 2, 4, 8, 16, ... Esse padréo
caracteriza uma progressdo geomeétrica (PG) de
razdo 2.

Assim, na n-ésima casa temos exatamente

21 gréos. Esse padrao pode ser associado

a uma funcéo exponencial de dominio
discreto, em que o numero da casa € a variavel
independente e a quantidade de grédos € a
variavel dependente.

Além disso, se somarmos as quantidades de
gréos até uma determinada casa, surge outro
padrdo: o total corresponde a 2"- 1. Isso reforca
a relacdo entre a PG e a fungéo exponencial,
mostrando como a soma parcial cresce
rapidamente.

Nesta atividade, espera-se que o estudante
reconheca que a sequéncia apresentada nao segue
um crescimento linear, mas exponencial. Cada
termo € o dobro do anterior, 0 que caracteriza uma
progressdo geométrica de razao 2. Assim, o numero
de graos da n-ésima casa pode ser expresso por

Ax) = 2%, com x natural

E importante que o professor conduza a turma

a percepcao do padrdo por meio da observacao
direta dos numeros, incentivando a verbalizacdo
dos achados: ‘cada numero € duas vezes o anterior”.
Essa formulacao verbal antecede a generalizacéo
simbolica.

@ Quantos graos de trigo ha na trigésima segunda casa? E até a trigésima segunda casa?

O numero de graos na 322 casa:

02 a
231

2147483648

Ou seja, mais de 2 bilhdes de graos de trigo
apenas nessa unica casa, ou exatamente
2.147483.648 graos de trigo.

Este exercicio mostra claramente o crescimento
exponencial: em apenas 32 passos, saimos de 1 grdo
para bilhdes.

O padrao também se manifesta quando se pede a
soma acumulada: até a n-ésima casa temos glx) =
S(x) = 2* — 1. Essa regularidade, quando investigada
sem formulas prontas, ajuda os estudantes a
construir o raciocinio algébrico e a perceber a
forca da representacdo exponencial em dominios
discretos.

CASIO.

EDUCACAO



O numero de grdos da primeira até a 322 casa: @ Separador de digitos

@O0 Pgra ativar a fungao separadores de digitos,
ciquuem @®WVOOO OO ® @
25'3_'3, : Sep de digitos?
@Ligado
oDesligado
4294967295

Ou seja, mais de 4 bilhdes de gréos de trigo Pressione (9 para retornar ao caleulo.

apenas nessa unica casa, ou exatamente
4.294.967.295 grédos de trigo.

Vo
2%-1

4294 967 285

Quantos graos de trigo ha na trigésima quarta casa? Qual o valor encontrado na calculadora?

O numero de graos na 342 casa:

2 a
233

8589934592

Ou seja, mais de 8 bilndes de graos de trigo
apenas nessa unica casa, ou exatamente
8.589.934.592 graos de trigo.

Quantos graos de trigo ha até a trigésima quarta casa? Elabore estratégias para determinar o
numero exato de grdos de trigo até a trigésima quarta casa com todos os digitos.

O numero de graos da primeira até a 342 casa: Conexdes BNCC

BIGIOI0IOICI0) Que outras estratégias podemos definir?

o Como estratégia alternativa, € possivel usar a
231 relacéo 2% = (21)2. e calcular por etapas. Essa
decomposic¢ao ajuda a trabalhar com numeros

1. 717986918 x1010 grandes de forma mais acessivel.
' X110

Ou seja, aproximadamente 1,717986918 x 10%°. Logo o numero exato tem a forma
17 179 869 1XX gréos de trigo,

visto que o ultimo digito na calculadora € incerto. Sabemos que

02 a
233

8589934 592

Logo 2% =2 x 2% =17 179 869 184 (combinando o cdlculo anterior e calculando o dobro dos
ultimos digitos 92). Dessa forma 2% — 1 = 17 179 869 183 graos de trigo.

CASIO.

EDUCACAO



@ Quantos graos de trigo aproximadamente Sissa pediu ao rei?

O total de gréos pedidos por Sissa (todas as 64 Conexdes BNCC
casas)

Provoque a turma: “O que cresce mais rapido:

2& _ ‘ somar sempre +1 bilhdo ou dobrar? Em quantos
passos o ‘dobrar’ supera qualquer soma fixa?” — isso
reforca a associagao entre PG (razdo 2) e fungédo

1.844674407x10"° exponencial em dominio discreto

ou seja, aproximadamente 1,844674407 x 10%.

(fw) Somatorio (Simbolo)
Esta pode ser uma 6tima oportunidade para introduzir o simbolo de somatoério X (sigma, em
grego). Cuidado. Professores tém que ter cuidado com o uso e desenvolvimento do vocabulario
(em portugués e em matematica). O excesso de niveis de simbolismo pode dificultar o
aprendizado.

Antes de introduzir este simbolo, faca a seguinte pergunta:

A quantidade de graos até a quinta casa €

i
2541

1,844674407 x10"°

Os matematicos possuem uma terminologia muito semelhante a expressao acima. Ao inves de
usarmos o tradicional S, usamos o S grego, ou seja, ¥ (sigma).

Em outras palavras,

Logo usando o somatorio temos,

31

@ Elabore estratégias para calcular exatamente (com todos os digitos) a quantidade de grdos de
trigo pedido pelo Sissa.

A calculadora ndo fornece todos os digitos do valor acima, logo vamos simplificar a expressdo. Usando
propriedade de potenciacdo, teremos 2% — 1 = (2%%)2 - 1

Vo
254—1

1.844674407x10"°

CASIO.
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Usando a calculadora teremos

o a

4 294 967 296

Logo,

2% = (2%2)% = (4 294 967 296)*

4294000000+967000+296)*

4294 x 10° + 967 x 10°+ 296)*

= (4294 x 10° + 967 x 103 + 296) (4294 x 10° + 967 x 10° + 296)

=
=

= 42942 x 10 + 4294 X 967 X 10°+ 4294 X 296 X 10%+ 967 X 4294 X 10°+ 9672 x 10°+

+967 X 296 X 10°+ 296 x 4294 X 10°+ 296 X 967 X 10°+ 2962

Usando a calculadora cientifica para fazer os calculos auxiliares

v @ A vir @ A Vi @
42942 2x4294x967 2x4294%2396
18 438 436 8304 596 2542048
v @ A Vi @ A @ A
967° 2x967%296 29g2
935 089 572 464 87616

Dessa forma, teremos

Ha outras estratégias para resolver este problema:
Quadrado de uma soma com trés termos
Diferencas de dois quadrados

Usando digitos ocultos da calculadora

18 438 436 000 000 000 000

8 304 596 000 000 000

2 542 048 000 000

935 089 000 000

572 464 000

+ 87 616

18 446 744 073 709 551 616

Logo Sissa pediu ao rei a quantidade de 18 446 744 073 709 551 615 grdos de trigo.

CASIO.
EDUCACAO



Ampliacéo

A lenda de Sissa: o inventor do xadrez

Detalhes da Imagem: Tigela com farinha, graos e espigas de trigo sobre mesa de madeira

Uma antiga lenda sobre o xadrez afirma que o inventor do jogo pediu como compensagao ao rei por sua in-
vencdo uma quantidade muito grande de graos de trigo. Quao grande? De fato, pelo pedido ndo convencional,
a quantidade néo parecia tdo chamativa a priori. A conta era facil: um grao de trigo na primeira casa, dois na
seguinte, quatro na proxima e assim sucessivamente, duplicando a quantidade anterior, até completar a ultima
casa.

Toda a corte esperava que Sissa fosse pedir grandes riquezas, mas ele surpreendeu a todos com o seguinte
pedido: um gréo de trigo pela primeira casa do tabuleiro; dois graos de trigo pela segunda casa; quatro graos
de trigo pela terceira casa; oito gréos de trigo pela quarta casa e assim sucessivamente, sempre dobrando o
numero de grdos da casa anterior até a casa de numero sessenta e quatro (o tabuleiro de xadrez tem 64 casas).
Seu pedido provocou risos. O rei meio que contrariado disse-lhe: “Um invento téo brilhante e um pedido tédo
simples? Escolha uma grande riqueza meu jovem, um de meus castelos, um palacio ou até uma de minhas
mulheres! “ Todavia Sissa mostrava-se inapelavel a proposta do rei, e, como palavra de rei é palavra de rei, este,
ainda contrariado, pediu a seus criados que entregassem a Sissa um grande saco de grdos de trigo. Sissa, entre-
tanto, recusou a oferta dizendo que queria receber exatamente o que havia pedido, nem um grao a mais, nem
um grdo a menos. O rei pediu entdo para que seus calculistas fizessem as contas.

Quantos graos de trigo exatamente Sissa pediu ao rei?

@ Quantos quilos/toneladas teria todos os graos de trigos que Sissa pediu ao rei?
A Conab (Companhia Nacional de Abastecimento) estimou uma producdo de aproximadamente
781 milhdes de toneladas, apesar de uma reducéo de 16,7 % na area plantada (cerca de 2,55
milhdes de hectares), apoiada por condi¢cdes climaticas mais favoraveis que mantiveram o volume
estavel em relacao a safra anterior.Outros dados, como do USDA, projetaram até 9,6 milhdes de
toneladas para o ano-safra 2024/25 (refere-se ao plantio feito em 2024 e a colheita realizada ao
longo do 22 semestre de 2024, com os numeros valendo para © consumo e comeércio até meados
de 2025).

@ Se contassemos um grao de trigo por segundo, quanto tempo levariamos para contar todos os
trigos que Sissa solicitou ao rei?

CASIO.
EDUCACAO



1 1 Progressoes. Numéricas .
Fractais: o conjunto de Cantor

-
e @
.

Detalhes da Imagem: Detalhe da textura de um brocolis romanesco.

Segundo o dicionario, um fractal € uma estrutura geomeétrica complexa cujas propriedades, em geral, repetem-
se em qualquer escala. Com base nessa definicao, podemos afirmar que os brécolis romanescos da foto acima
€ um fractal, pois sua aparéncia ndo muda sob mudancas de escala.

O conjunto de Cantor € um dos exemplos classicos de conjunto fractal e é construido a partir de um processo
iterativo simples, mas que gera uma estrutura muito rica. Eis como ele é definido:

Passo inicial
Comecgamos com o intervalo fechado (0, 1] 0 1

Primeira iteracao

Em seguida, dividimos esse intervalo em trés partes iguais e retiramos a parte do

meio, que vai de 1/3 a 2/3. Sobram entdo dois pedacos: o que vaide 0 a 1/3 e o — —
que vaide 2/3 a 1. 13 2/3 &

Segunda iteracao

No passo seguinte, repetimos o mesmo procedimento em cada um desses

intervalos: dividimos cada pedaco em trés partes iguais e retiramos o terco do — — — —
meio. Assim, de 0 a 1/3 ficamos com dois intervalos menores (de 0 a1/9ede 2/9 g 1/9 2/9 3/9 6/97/9 8/9 1
a 1/3), e o mesmo acontece com o intervalo de 2/3 a 1.

Se continuarmos indefinidamente, sempre retirando o terco central de cada intervalo que sobra, obtemos o
conjunto de Cantor. O curioso € que, embora vamos retirando pedagos sem parar, ainda assim sobra um con-
junto infinito de pontos.

@ Reproduza, no quadriculado abaixo, a figura do texto e acrescente a proxima iteracdo do Conjunto
de Cantor.

@ Na construcédo do Conjunto de Cantor, em cada iteracao, o terco médio de cada subintervalo
€ removido, e os segmentos restantes formam novas subdivisdes. Liste os subintervalos que
permanecem na 32 iteracao, escrevendo suas extremidades como fragdes sem simplificagéo.
Quantos subintervalos vocé acha que existirdo na 42 iteragdo?

CASIO.

EDUCACAO



@ Com base na definicdo do Conjunto de Cantor, complete a seguinte tabela:

iteracdo n°® de segmentos de reta comprimento de cada soma de todos os segmen-
segmento de reta tos de reta da iteracdo
1 2 1/3 2/3
2 4 1/9 4/9
3
4
5
6
7
8

@ Analisando a tabela do item anterior, responda as questdes abaixo:

a) Apresente uma lei de recorréncia que permita conhecer o numero de segmentos que se obtém
na 4—ésima iteracdo?

b) Apresente uma que permita conhecer o comprimento de cada segmento na 4—ésima iteracdo.

c) Apresente uma lei de formacao na qual seja possivel determinar a soma de todos os segmentos
que resultam na 4—ésima iteragdo?

CASIO.

EDUCACAO



11 Progressées. .
Fractais: o conjunto de Cantor

Detalhes da Imagem: Detalhe da textura de um brocolis romanesco.

Segundo o dicionario, um fractal € uma estrutura geomeétrica complexa cujas propriedades, em geral, repetem-
se em qualquer escala. Com base nessa definicdo, podemos afirmar que os brécolis romanescos da foto acima
€ um fractal, pois sua aparéncia ndo muda sob mudancas de escala.

O conjunto de Cantor € um dos exemplos classicos de conjunto fractal e € construido a partir de um processo
iterativo simples, mas que gera uma estrutura muito rica. Eis como ele € definido:

Passo inicial
Comegamos com o intervalo fechado [0, 1] 0 1

Primeira iteracao

Em seguida, dividimos esse intervalo em trés partes iguais e retiramos a parte do

meio, que vai de 1/3 a 2/3. Sobram entdo dois pedacgos: o que vaide 0 a 1/3 e o — —
que vaide 2/3 a 1. 1/3 2/3 .

Segunda iteracao

No passo seguinte, repetimos o mesmo procedimento em cada um desses

intervalos: dividimos cada pedagco em trés partes iguais e retiramos o terco do — — — —
meio. Assim, de 0 a 1/3 ficamos com dois intervalos menores (de 0 a1/9 e de 2/9 g 1/9 2/9 3/9 6/97/9 8/9 1
a 1/3), e o mesmo acontece com o intervalo de 2/3 a 1.

Se continuarmos indefinidamente, sempre retirando o terco central de cada intervalo que sobra, obtemos o
conjunto de Cantor. O curioso € que, embora vamos retirando pedagos sem parar, ainda assim sobra um con-
junto infinito de pontos.

‘ Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Comece lembrando que, a cada passo, retira-se o terco central
s . (intervalo aberto) e preservam-se as extremidades.

Peca que as extremidades sejam sempre escritas sem
EM13MAT508 Identificar e associar simplificacéo, com denominador 3" (na 32 iteracéo, 27; na 42, 81),
progressdes geométricas (PG) a funcdes para manter o padrao visivel. O que acontece se simplificamos?
exponenciais de dominios discretos, Conduza a generalizacdo: apos # iteragdes ha 2" intervalos, cada
para analise de propriedades, deducio um de comprimento 3™ prevejam #=4 antes de listar.
de algumas formulas e resolugdo de Faca perguntas metacognitivas (‘como vocé sabe que néo faltou
problemas. nenhum intervalo?’, o que se perde ao simplificar?’) para justificar

o raciocinio.

Monitore erros tipicos (escolher o terco errado, tratar o removido
como fechado, ou simplificar fragdes) e intervenha com exemplos
curtos.

@ Reproduza, no quadriculado abaixo, a figura do texto e acrescente a proxima iteracdo do Conjunto
de Cantor.
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0 1
0 1/3 2/3 1
— I I —
0 1/9 2/9——3/9 6/9 - 7/9 8/9-—3/9
—-— -_— -_— -_— -— -_— -_— -_—

0 3/27--6/27 ---9/27

E fundamental que os estudantes utilizem representacées visuais do Conjunto de Cantor para
compreender seu processo de construcdo em cada iteracdo. Promova discussdes em grupo para
que possam compartilhar suas observacdes sobre o padrdo de divisdo ternaria e a formacao dos
subintervalos a cada etapa.

Antes de iniciar a atividade, estimule o pensamento funcional com perguntas desafiadoras, como:
Quantos segmentos existirdo na 32 iteragéo?

Qual é o denominador comum das fragdes que representam os extremos dos subintervalos?

Por que é interessante manter as fracdes sem simplificacao?

Na construcao do Conjunto de Cantor, em cada iteragdo, o terco meédio de cada subintervalo
€ removido, e 0s segmentos restantes formam novas subdivisdes. Liste os subintervalos que
permanecem na 32 iteracdo, escrevendo suas extremidades como fragcdes sem simplificagao.
Quantos subintervalos vocé acha que existirdo na 42 iteragdo?

Ideia-chave. A cada iteracao retiramos o terco central de cada subintervalo restante. Apos # iteracdes, ficam
2" subintervalos, cada um com comprimento 3

Lista ordenada (32 iteracéo, 8 subintervalos)
[0/27, 1/24]; [2/27, 3/27); 16/27, 7/127); [8/27, 9/27]; [18/27,19/27]; [20/27, 21/27); [24/27, 25/27] ; [26/27, 27/27).

Cada intervalo da 32 iteracéo se divide em dois na 42. Como havia 8 na 32, havera 16 subintervalos na 42
iteracdo (regra geral: 2" apos n iteracdes).

Perguntas metacognitivas (para o debate em grupo).

“Como voce sabe que listou todos os intervalos da 32 iteracao?”
“Qual regra gera sempre o0 proximo passo sem desenhar tudo?”
“‘Onde aparece o numero 3 na sua escrita? E o numero 2?°

“O que muda se vocé simplificar as fragcdes? O padrdo continua visivel?”
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Ponte para a 42 iteragdo (antecipacdo de padrdes).
Regra geral: apos n iteracdes, o que implica 2" intervalos, cada um de comprimento 3™

Sugira que os grupos prevejam os numeradores (em base 27) que ficardo na 42 (sem calcular tudo),
com a logica “dois ficam, um sail” em cada bloco.

@ Com base na definicdo do Conjunto de Cantor, complete a seguinte tabela:

Vamos explorar com a calculadora cientifica, com o auxilio das fungdes flx) = 2* e a fungéo glx) = 3 e criar
uma tabela de valores x=1, 2, 3, ..., 10.

(@) Tipo de Tabela f(x)/g(x)
&)

v
C’I‘EI- Estatistica  Distribuic | e IR s No aplicativo Tabela, vocé pode customizar
a&ar 2 |ca ';2:'?0 % para aparecer as colunas f(x), glx) e o tipo
Planilha EMEWEEE Equacdo | |F<x) /g{x) :Nenhum Sx) / glx).
© 2@ ®® OWO@WR@O® No exemplo ao lado, definimos para
€ mostrar apenas f(x). No aplicativo Tabela,
pressione
o 2
. % (x> alxd ' % (x> alxd
2| 2|
3 3
4 . 4
g(x) :Nenhum Intervalo Tabela
?gf féx)#séxi >
v ipo de Tabela »
08080080 Lze & .
Pressione
o V@
1 -zl f.(2’)2 0?;123‘:;3 5 ﬁ f(xz)iz 4.51(:.23 ® @
2 2 40,1111 6 3 64(1,3xa%
3 3 8| 0,037 7 7 1284, 5xa4
4 4 16/0,0123 8 3 256 1,5xat
=) @of () /g8{x)
of (%)
og{(x)

Pressione (® para voltar para a Tabela.

No aplicativo Calcular da calculadora, podemos explorar as funcdes fe g.

®® @ Funcdes f(x)/g(x)

o As funcdes flx) e glx) podem ser usadas em
X | AN | I outros aplicativos da calculadora cientifica

+ -
&|TETg Estatistica Distribuicdo como o aplicativo Calcular.
Xy=0

= 0
Planilha  Tabela Equacdo

DO®OO PR@E®

4 - L
4

[ [
g(a> g(3

N 1
81 243
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PR@E® PR@D® PRO®

Vv @ - V3 A 3 A
g(B6> g(? g(8)>
1 1 1
729 2187 6 561
Dessa forma, podemos completar a tabela
iteracdo n° de segmentos de reta comprimento de cada soma de todos os segmen-
segmento de reta tos de reta da iteracao
1 2 1/3 2/3
2 4 1/9 4/9
3 8 1/27 8/27
4 16 1/81 16/81
5 32 1/243 32/243
6 64 1/729 64/729
7 128 1/2187 128/2187
8 256 1/6561 256/6561

@ Analisando a tabela do item anterior, responda as questdes abaixo:

a) Apresente uma lei de recorréncia que permita conhecer o numero de segmentos que se obtém
na 4—ésima iteracéo?

Em cada passo a quantidade de segmentos simplesmente dobra: comecamos com 1 segmento em 42 = 0
(o intervalo [0, 1]); apds a 12 remocao ficam 2; depois 4; depois 8... Assim, a lei recorrente é "o proximo € o
dobro do anterior” (V, = 2N _,, com N,=1) e, em forma fechada NV, = 2*.

b) Apresente uma que permita conhecer o comprimento de cada segmento na 4—ésima iteracéo.

Comprimento de cada segmento na 4-ésima iteracao.

O comprimento de cada um desses segmentos: 3.

c) Apresente uma lei de formacao na qual seja possivel determinar a soma de todos os segmentos
que resultam na 4—ésima iteracdo?

A soma total dos segmentos na 4-ésima iteracéo.

O comprimento de cada um desses segmentos: (2/3)
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1 2 Funcéo Linear e Afim
Preparacao para maratona
[ 3

J

Detalhes da Imagem: Corredores de maratona com movimento borrado em uma cidade

Ao longo de todo o ano, milhdes de pessoas em todo o mundo se preparam para participar de uma maratona.

Conta-se que o soldado Filipides correu da praia de Maratona (Grécia) até Atenas para anunciar a vitoria contra
os persas. A distancia que teve que percorrer, entre 35 e 40 quildmetros (entre 21 e 24 milhas) dependendo do
caminho que escolhesse, foi recuperada nos Jogos Olimpicos de 1896, como uma homenagem aquele solda-
do e a Grécia antiga. No entanto, a distancia atual desta prova (42.195m) é a mesma introduzida em 1908 nos
primeiros Jogos Olimpicos de Londres: a distancia do Palacio de Windsor ao Estadio Olimpico.

Em 1921, a IAAF (Associacao Internacional de Federacdes de Atletismo) adotou esta distancia para o evento
mais popular na corrida de longa distancia, ao invés da distancia percorrida pelo mitico Filipides que, se real-
mente existisse, deveria ter percorrido a distancia entre Atenas e Esparta e voltado, antes de cair morto, o que
faz dele o primeiro ultramaratonista da historia

@ Sara e Pablo pertencem ao mesmo clube de atletismo. Como faltam apenas algumas semanas
para a maratona, eles saem para treinar todas as tardes fazendo o mesmo percurso. Sara corre a
uma velocidade de 12km/h e Pablo de 8km/h. Na sexta-feira, quando Sara decide sair para treinar,
Pablo ja esta correndo ha uma hora.

a) Construa uma tabela com as funcdes que descrevem a posicado de Sara e Pablo e investigue se
ha a possibilidade que eles podem se encontrar em algum ponto do caminho. Investigue quem
esta na frente nas primeiras 5h com intervalos de 15 min ou 1/4h.

@ Se a resposta do exercicio anterior for afirmativa, quantos quildmetros eles terdo percorrido até se
encontrarem? Quanto tempo tera se passado desde o inicio do treino?

@ O recorde mundial da maratona masculina foi estabelecido por Kelvin Kiptum, com 2:00:35 na
Maratona de Chicago em 8 de outubro de 2023, o que corresponde a um ritmo médio de 2 min
51 s/km (aprox. 20,99 km/h). O recorde mundial atual feminino foi atingido por Ruth Chepngetich,
com 2:09:56 na Maratona de Chicago em 2024, ritmo médio de 3 min 05 s/km. Antes dela, Tigst
Assefa detinha o recorde com 2:11:53 no Berlin Marathon 2023, ritmo médio de 3 min 07,5 s/km.

Os corredores de elite que aspiram a medalhas costumam correr a uma velocidade proxima de 3
minutos por quildmetro. Sara ou Pablo podem aspirar a uma medalha? Justifique.
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Preparacao para maratona
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Detalhes da Imagem: Corredores de maratona com movimento borrado em uma cidade

Ao longo de todo o ano, milhdes de pessoas em todo o mundo se preparam para participar de uma maratona.

Conta-se que o soldado Filipides correu da praia de Maratona (Grécia) até Atenas para anunciar a vitoria contra
os persas. A distancia que teve que percorrer, entre 35 e 40 quildmetros (entre 21 e 24 milhas) dependendo do
caminho que escolhesse, foi recuperada nos Jogos Olimpicos de 1896, como uma homenagem aquele solda-
do e a Grécia antiga. No entanto, a distancia atual desta prova (42.195m) é a mesma introduzida em 1908 nos
primeiros Jogos Olimpicos de Londres: a distancia do Palacio de Windsor ao Estadio Olimpico.

Em 1921, a IAAF (Associacao Internacional de Federacdes de Atletismo) adotou esta distancia para o evento
mais popular na corrida de longa distancia, em vez da distancia percorrida pelo mitico Filipides que, se real-
mente existisse, deveria ter percorrido a distancia entre Atenas e Esparta e voltado, antes de cair morto, o que
faz dele o primeiro ultramaratonista da historia

. Calculadora cientifica Orientacdes Didaticas e Técnicas

fx-82LA CW ou fx-991LA CW Explicite as suposi¢des do modelo (mesmo percurso, velocidades
" . constantes, sem paradas) e peca que os alunos listem essas
hipdteses
EM13MAT302 Construir modelos Use o aplicativo Tabela da calculadora para comparar as fungdes
empregando as funcdes polinomiais de 1° posicdo de Sara e Pablo. .
ou 22 graus, para resolver problemas em Oriente os alunos a identificar o encontro pela igualdade das
contextos diversos, com ou sem apoio de posicoes, destacando o significado fisico desse resultado.
tecnologias digitais. Explore a interpretagdo temporal: o tempo decorrido € diferente

para cada corredor.

Promova perguntas metacognitivas: “Como vocé sabe que houve
encontro?’, "O que aconteceria se mudassemaos o ponto de
largada?"E se os sentidos fossem opostos?” e prevejam resultados
Finalize discutindo limites do modelo (fadiga, variagcao de ritmo),
promovendo Vvisao critica e realista.

@ Sara e Pablo pertencem ao mesmo clube de atletismo. Como faltam apenas algumas semanas
para a maratona, eles saem para treinar todas as tardes fazendo o mesmo percurso. Sara corre a
uma velocidade de 12km/h e Pablo de 8km/h. Na sexta-feira, quando Sara decide sair para treinar,
Pablo ja esta correndo ha uma hora. Vocé acha que eles podem se encontrar em algum ponto do
caminho? Justifique sua resposta.

(fw) Movimento Uniforme s= §+ar

A funcéo que relaciona a posicéo (§) de um movel em movimento uniforme (movimento com
velocidade constante) com o tempo (#) € chamada de fungdo horaria do espaco em relagdo ao
tempo. O modelo matematico que define essa fungdo é: §= § +ovz, em que §, € o espago inicial do
movel (lugar que ele ocupa no instante # = 0) e v é sua velocidade escalar.

Considere que ambos seguem 0 mesmo percurso na mesma direcdo; esta suposicdo deve ser explicitada no
enunciado. Vamos explorar na calculadora no aplicativo Tabela.

Seja £, a fungdo que descreve a posicdo de Sara e g, a funcéo posigcdo que descreve a posi¢éo de Pablo, entéo
como Pablo ja esta correndo ha uma hora e supondo que ele mantém uma velocidade constante,
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Ax) = 8 + 8x, a posicédo de Sara pode ser descrita com a fungédo g{x) = 12x.

(@) Tipo de Tabela f(x)/g(x)

v
X A | 1 | | 7 No aplicativo Tabela, vocé pode customizar
Calcular  Estatistica  Distribuicdo 2) .
R R 2 para aparecer as colunas f(x), glx) e o tipo
Planiha [MEREEM Equacio | |f (x) /8(x) :Nenhum Sx) ] gla).
PDORBEPER@OE @OWMODQE ® @ No exemplo ao lado, deﬁni_mo_s para
- - mostrar apenas f{x). No aplicativo Tabela,
% | fexdy | atw % | Tz | et pressione
1| — 1 —
3| 3
4 a
g{x) :Nenhum
Intervalo Tabela
VBOBEB®OLO Def f(x)/8(x) »~
O®e Tipo de Tabela »
Editar >
vor o
1| — | =2 S| - 24| % Pressione
I RN
a 1.7l 2l 2 - 8l 275 30l 33 QIO TITY
@f (x) /8{(x)
of (x)
it flz) alx) it flz) alx) o8 <x)
9 32 36 13 I 40 438
10 3,25 34 39 14| 4,25 42 S1
i3 = & M e E B Pressione (® para voltar para a Tabela.
vor
x flz) alz)
1S\ mmens| 44| 54
16| 4,75 46 57
17 S 43 60
18
4,5

Percebemos que Pablo esta a frente de Sara nas primeiras duas horas (momento de encontro) e depois da
segunda hora Sara esta a frente de Pablo e ndo ha mais encontro até 7= Sh.

Explitar suposi¢cdes do modelo: mesma direcdo, mesma origem espacial, auséncia de paradas,
velocidade constante. Peca aos alunos para lista-las; depois, peca que alterem uma suposicéo (p.ex.,
sentidos opostos, ou largadas em locais diferentes) e prevejam o efeito.

Metacognicéo:
“Como vocé sabe que o encontro ocorreu?”

“Que grandezas séo lineares aqui? O que deixaria de ser linear?”
“Qual unidade facilita os calculos? Por qué?”

@ Se a resposta do exercicio anterior for afirmativa, quantos quildmetros eles teréo percorrido ate se
encontrarem? Quanto tempo tera se passado desde o inicio do treino?

Desde a largada de Sara: # = 2 h; distancia de cada um no ponto de encontro: g(t) = 12 X 2 = 24km.

Desde a largada de Pablo: #= 3 h; distancia: 8 X 3 = 24 km.

Destacar que igualdade de posi¢cdes significa “mesmo ponto do percurso’, e que tempos “decorridos”
sao diferentes para cada atleta.
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@ O recorde mundial da maratona masculina foi estabelecido por Kelvin Kiptum, com 2:00:35 na
Maratona de Chicago em 8 de outubro de 2023, o que corresponde a um ritmo medio de 2 min
51 s/km (aprox. 20,99 km/h). O recorde mundial atual feminino foi atingido por Ruth Chepngetich,
com 2:09:56 na Maratona de Chicago em 2024, ritmo médio de 3 min 05 s/km. Antes dela, Tigst
Assefa detinha o recorde com 2:11:53 no Berlin Marathon 2023, ritmo médio de 3 min 07,5 s/km.

Os corredores de elite que aspiram a medalhas costumam correr a uma velocidade proxima de 3
minutos por quildmetro. Sara ou Pablo podem aspirar a uma medalha? Justifique.

Resposta esperada:
Sara corre a 12 km/h com um ritmo de 5 min/km.
Pablo corre a 8 km/h com um ritmo de 7,5 min/km.

Ambos estdo bem abaixo do desempenho necessario (3 min/km ou menos). Logo, ndo podem aspirar a
medalha.

Esse calculo considera apenas modelo afim (velocidade constante), mas o corredor real enfrenta
fadiga, mudancas de ritmo, estratégias, influéncia de pacemakers, calcado de alta tecnologia,
condigdes climaticas e psicologicas. Identifique um desses fatores e discuta como ele poderia
acelerar ou desacelerar o rittmo num modelo mais realista
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